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Vektor- und Tensoralgebra

{e1,e3,e3} : Orthonormierte Basis

Vektoren: a= Zle a; e, b= 22:1 by e, zwischen a und b eingeschlossener Winkel: ¢
Addition: a+b= Z?Zl(ai +b)e;

Skalarprodukt (Punktprodukt):
a-b=lal[blcosd =377, 35 aibei-en =300, 3y aib e = Y0 aibi

— letzteres ist das Matrizenprodukt der Zeilenmatrix von a mit der Spaltenmatrix von b —

wegen e; - e, = d;, mit dem Kronecker-Symbol: 1 wenn i=k
dir = { ~

0 wenn 1#£k

Esist a-b=b-a und aoa:|a|2:2?=1af.

. 3 3
Basiswechsel: a=7)"._ja;e;=>Y,_ja/ €]
3

3 3
* * * * * * *
= a-em:E ai(ei-em)zg alel~em:E aj Opm = a,
i=1 =1 =1

. 3
Daraus Komponententransformationsformel a}, =37, a; (e;-e

*

*.) sowie Darstellung

der skalaren Komponente als Skalarprodukt des Vektors mit dem Basisvektor a;, = a- e},

Vektorprodukt (Kreuzprodukt): a x b = v. Der Ergebnisvektor v steht senkrecht auf a und b;
die Vektoren a, b, v bilden ein Rechtssystem, Betrag von v aus |a x b| = |a||b|sin ¢.

as @ a, a a, a €1 €
vV = 2 3 e; — ! 3 e + ! 2 e3 = | ay as as
by b3 bi b3 bi be
by by b3
Esist axb=-bxa und axa=0.
Spatprodukt: ap az as
(axb)-c=a-(bxc)=| by by b
C1 C2 C3

Entwicklungssatz fiir doppelte Vektorprodukte: ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c



Tensoren:

Der einfachste Tensor (2. Stufe) ist das dyadische Produkt zweier Vektoren a ® b,
fir das folgendes Punktprodukt mit einem Vektor definiert wird:

(a®@b)-c=a(b-c)

Der allgemeine Tensor 2. Stufe 148t sich als Summe dreier dyadischer Produkte schreiben, beispielsweise

in der Form s
A = Zaj [ Ej .
j=1

Wie Cauchy erstmals aus dem Kraftgleichgewicht an einem kleinen Tetraeder erschlossen hat, 148t sich der
Spannungsvektor t auf einer Schnittfliche mit dem Normaleneinheitsvektor n ausdriicken durch die drei
Spannungsvektoren {ty, ts,t5} auf den Schnittflachen senkrecht zu den drei Basisvektoren {e1, ez, e3} in
der Form
t :t1 (e1 ~n)+t2 (eg 'Il)—|—t3 (63 ~n)
Mit dem Spannungstensor
T=t1 Qe +ta®es+t3Re3

148t sich das pragnant schreiben als Punktprodukt von Tensor und Vektor
t=T'n

Einsetzen der Komponentendarstellungen t;, = 23.

j=1tjk €; der drei Spannungsvektoren gibt die Kompo-
nentendarstellung des Spannungstensors

beziehungsweise J

t = tikng €; (ek . el)
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Die Spaltenmatrix der Komponenten des Spannungsvektors t berechnet sich also als Produkt der qua-
dratischen Matrix der Komponenten des Spannungstensors T mit der Spaltenmatrix der Komponenten
des Normaleneinheitsvektors n

Basiswechsel: T = ZJ 1Zk 1 jkej®ekle 12 1t e el

- T - e —ZZt]k )(eg - e,) =t,,

j=1 k=1



Wegen 3

3 3
a:Zaiei:Zei (ei~a):2(ei®ei)~a:1oa
i=1 i=1

i=1
erkennt man, dafl die identische Abbildung jedes Vektors durch den FEinheitstensor
3 3

1:Zei®e¢:e1 Kelt+ee+e3®esz =
i=1 =

3
E (Sjk e; Qe
1 k=1

vermittelt wird. Seine Komponentenmatrix ist die Einheitsmatrix, die auf der Diagonalen mit Einsen und
auerhalb der Diagonalen mit Nullen besetzt ist.

Eigenwertproblem: Beim Spannungstensor ergibt es sich aus der Frage nach Schnitten, auf denen keine
Schubspannungen wirken, also der Spannungsvektor parallel zum Normaleneinheitsvektor ist.

t=T-n=on = (T-01l)-n=0

Die dieser Vektorgleichung entsprechenden drei skalaren homogenen linearen Gleichungen besitzen genau
dann eine nichttriviale Losung n, wenn die Determinante des Gleichungssystems verschwindet:

det(T —0l)=—c*+ L o?> —~Lo+I3=0

Die drei Koeffizienten dieser kubischen Gleichung in ¢ — die Eigenwertgleichung oder charakteristische
Gleichung des Tensors T genannt wird — sind von der Basiswahl unabhéangig und heiflen die drei Inva-
rianten von T. In Komponenten berechnen sie sich zu

t11 ti2 13
, Is=detT = | ta1 taa to3
t31 t32 133

t t
It =tr T =ty +ao+tzz, Io= ‘ e

to1 o2

t11 t13
t31  t33

too  to3
t3o  t33

Die erste Invariante (1) heifit auch Spur (trace) und die dritte (/3) Determinante von T, denn sie werden
als die Spur (=Diagonalsumme) bzw. die Determinante der Komponentenmatrix von T — bei jeder
beliebigen Wahl der orthonormierten Basis — gebildet.

Aus dem Momentengleichgewicht an einem kleinen Quader folgt die Gleichheit der zugeordneten Schub-
spannungen, also die Symmetrie des Spannungstensors und seiner Komponentenmatrix (t;x = tx;).
Das garantiert, daf alle drei Wurzeln {0y, o7, o777} der charakteristischen Gleichung — Hauptnormal-
spannungen bzw. allgemein Eigenwerte des Tensors genannt — reell sind. Einsetzen in die homogenen
Gleichungen liefert zu jedem Eigenwert mindestens einen Richtungsvektor n — Hauptspannungsrichtung
bzw. allgemein Eigenvektor des Tensors genannt. Wenn die drei Hauptspannungen voneinander verschie-
den sind, dann sind — wie sich mittels der Symmetrie von T beweisen 14t — die zugehdrigen drei
Hauptrichtungen orthogonal zueinander. Wahlen wir diese normierten Eigenvektoren {n;, ny;, ns;r} als
Basis, so besitzt der Spannungstensor die Darstellung

T=orn;®nr+orn;@ngy 4o 0 @nypg

Die Komponentenmatrix beziiglich dieser Basis hat also Diagonalform.



Weitere Rechenregeln:

Transponieren:

c-(b®a)=(c-b)a=a(b-c)=(a®b)-c=(b®a)l-c
3 3 3 3 3
F=> > firej0e, = F'=) Y fie,0e, =) > frje;@e
j=1k=1 j=1k=1 k=1 j=1

Die Komponentenmatrix des transponierten Tensors F7 ist also die transponierte Matrix des Tensors F.
Symmetrie und Antimetrie:
A=sym A +skw A mit symA=1(A+AT), skw A=1(A-AT)
Hintereinanderschaltung von Abbildungen (Punktprodukt von Tensor und Tensor):
(B-A)-v=B-(A-v)=B-A-v
(a®b) - (c®d)=(b-c)(a®d)
(B-A)T =A"T.B"

Invertieren:
Wenn det A # 0 gilt, dann besitzt die lineare Vektorgleichung A -y = z eine eindeutige Losung y, die
sich darstellen 148t als y = A~! - z. Also gilt fiir den inversen Tensor

A-Al=A"1.A=1
(B-A)'=A"1.B7!

Zerlegung in Deviator und Kugeltensor:
tr A

A=A+ 1 mit tr A’=0

Der Deviator berechnet sich aus: A= A — tr3A 1

Orthogonale Tensoren besitzen die Eigenschaft
Q" Q=Q-Q"=1 = Q'=Q", |dtQ|=1

Wenn det Q = +1 gilt, handelt es sich um einen Versor, der eine Drehung mit dem Winkel ¥ um eine
Achse mit dem Einheitsvektor a im Sinne einer Rechtsschraube beschreibt geméaf

Q=-costp1+ (1 —cosyp)a®a+sinpax1
Kreuzprodukt von Vektor und Tensor:
ax (b®c)=(axb)®c=axb®c
axl=1xa=ai(es®@e—e3®e3)+aze;Res—e3Re;)t+az(ea®Re; —e; ®er) = —(ax l)T

Doppelpunktprodukt von Tensoren:
a®b-c®d=(b-c)(a-d)=c®d--akb

3
) anbi, trA=1--A, A-ce®d=(A-c)-d=d-A-c
1=1 k=1

B-A=A - B=tr (A B)
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Vektor- und Tensoranalysis

Koordinatensysteme

Punkte im dreidimensionalen Raum lassen sich durch Angabe von drei Zahlenwerten q1,¢2,qs — den
Koordinaten — beschreiben. Im folgenden werden nur orthogonale Koordinatensysteme betrachtet!

Die kartesischen Koordinaten x,y, z besitzen als einzige ein geradliniges orthogonales Koordinatennetz,
bei allen anderen orthogonalen Koordinatensystemen — z.B. den Zylinderkoordinaten r, ¢, z — ist das
Koordinatennetz krummlinig.

Der Ortsvektor eines Punktes 148t sich durch die Koordinaten ausdriicken als r(q1, g2, g3)-
Kartesisch: v(z,y,z) =xe; +ye, + ze,
Zylindrisch: r(r,¢,z) =rcospe, +rsinge, + ze,

Ableitung des Ortsvektors nach einer Koordinate liefert am betrachteten Raumpunkt einen Tangenten-
vektor an die betreffende Koordinatenlinie:

ar(Qh q2, QB)

= hj(q1,q2,93) €j(q1, 92, q3)
aqj J( J(

gi(q1,q2,q3) =

Die Betriage {h1,ha, hg} der drei Tangentenvektoren werden Mafstabsfaktoren genannt. Die drei Ein-
heitsvektoren {e1, ez, e3} in Richtung der drei Tangentenvektoren bilden an jedem Raumpunkt die lokale
orthonormierte Basis, auf welche die dortigen Vektoren und Tensoren zu beziehen sind.

Kartesisch: or or or

gl—%:ezv gQZ%:eya g3:87:ez

Nur im Fall der kartesischen Koordinaten ist die Basis im ganzen Raum konstant, und die Mafstabsfak-
toren sind {1,1,1}.

Zylindrisch:

g = % =cosge, +singe, =e.(¢), g = g—; =r(—singe; +cospey) =rey(d), g3= % =e,
Punkte mit verschiedenen Winkeln ¢ besitzen unterschiedliche Basen; die Maflstabsfaktoren sind {1,r,1}.
Das totale Differential

O(r) soll eine skalare, vektorielle oder tensorielle Funktion des Ortes — eine sog. Feldfunktion — sein.
Nach Einfiihrung eines Koordinatensystems 1a8t sie sich darstellen als ©(q1, g2, q3).

Wenn man die Werte von {q1,¢2,q3} um {dqi,dqs,dqs} abindert, so laBt die Anderung von © sich
— wenn © am betrachteten Punkt differenzierbar ist — durch einen in den Zuwéchsen {dq1, dgs, dgs}
linearen Ausdruck approximieren, der totales Differential d® genannt wird und sich wie folgt berechnet:

3
00
=1



Insbesondere ergibt sich fiir die Wahl © = r:

3 3
dr = —dql Z hldql e = Z dSl €
=1

Dabei wurden abkiirzend die Bogenlangenelemente ds; = hjdq;, I = 1,2,3 der drei Koordinatenlinien
eingefiihrt. Entsprechend definiert man die Ableitung nach der Bogenldnge der Koordinatenlinie j als

o 0

6Sj N hjaq]'

Damit 1afit das totale Differential einer skalaren Feldfunktion © sich schreiben als

3 8@ 3
de = Z—dsl a—em > dsie; = grad© - dr
=1

Der Vektor grad © — Gradient von © genannt — berechnet sich also als

grad ©® = Z ﬁem

und liefert die lineare Abbildung von dr in d©.

Das totale Differential einer vektoriellen Feldfunktion © = v 1aft sich schreiben als

3
dv = —dsl Z ®em stl e, =gradv-dr

l:l 1=1
Der Tensor grad v — Vektorgradient von v genannt — berechnet sich also als

2 ov
gradv = Z 8—®em

S
m=1 m

und liefert die lineare Abbildung von dr in dv.

Mit dem Ableitungsvektor V — gesprochen: Nabla — gemaf

3
)
V=" e,
=

m

lassen Gradient und Vektorgradient sich auch schreiben als

grad® =VO, bzw. gradv=v®V

Es geniigt, sich einzupragen
3
0
d=dr-V = ds;—
denn dann findet man sogleich

dO=dr-V O =dr grad®, dv=dr-Vv=v(V-dr)=(v®V)-dr=gradv-dr



Komponentenrechnungen

Bei der praktischen Berechnung des Vektorgradienten ist zu beachten, dafl bei krummlinigen Koordina-
tensystemen nicht nur die skalaren Vektorkomponenten, sondern auch die Basisvektoren sich langs der
Koordinatenlinien &ndern. Also gilt

3 3 3
Z ov 6’()[ + Z 36;
v = e == — = — ¢ v —
0Osq 0sq 0sq
=1 =1 =1

Die auf die lokale Basis bezogenen skalaren Komponenten des Tensors A = grad v berechnen sich also
gemaf

ov ov 3 de;
= . d . = ¢ —_— = 71) - —_—
Upg = €p - gradv-e; = e, D5, D5, + lzzlul €p 05,
Kartesisch: Es gilt
V=e 9 +e 9 +e 9
- T ox Y oy "0z

die Basisvektoren hangen nicht von den Koordinaten ab, und die Komponentenmatrix des Vektorgradi-
enten ist daher die sog. Jacobische:

Zylindrisch: Es gilt

V:e,,g—i—ed)i—i—ez
or rdo 0
Man findet
e, e Oey — e
a7 0o g
also

e . = e .
¢ 054 " 0sy T

und die Komponentenmatrix des Vektorgradienten — bezogen auf die lokale Basis — wird

er _ o .00 _1

v, v, Vg vy

or rdo T 0z

(9’U¢ 8U¢ + Uy 6v¢
or rod r 0z
v, v, Ov,
or rdo 0z

Aus dem Tensorfeld grad v lassen sich zwei weitere Felder bilden. Ersetzt man die dyadischen Produkte
durch Punktprodukte — d.h. bildet man die Spur — so ergibt sich ein skalares Feld, das Divergenz von
v genannt wird:

divv=v-V=tr(v®V)=tr gradv

Ersetzt man die dyadischen Produkte durch Kreuzprodukte — das Ergebnis hangt nur vom antimetrischen
Anteil von gradv ab — und kehrt das Vorzeichen um, so ergibt sich ein Vektorfeld, das Rotation (oder
Rotor, engl. curl) von v genannt wird:

rotv=V xv=-vxV



Die Divergenz eines Tensors T wird erklart als

d.T—Tv—ggt 3 0 _ oy (O t 200 3 Oex
T —T. *Zzi’“ei@ek';emaizz 6skei+ik38k+ik<mz_:lem'asm)ei

i=1 k=1
Die genannten Ableitungsoperationen beschafft man sich zweckméfig mit Hilfe eines Computeralgebra-
Systems. In MAPLEV lassen sich der Gradient eines skalaren Feldes sowie Divergenz und Rotation eines
Vektorfeldes in beliebigen orthogonalen Koordinatensystemen berechnen. Die gebrauchlichsten Koordi-
natensysteme werden dabei einfach mit ihrem Namen bezeichnet; beliebige andere Systeme lassen sich
durch Angabe der drei Mafistabsfaktoren h;(g1,¢2,¢3), j = 1,2,3 definieren. Der Vektorgradient 148t
sich zunéchst nur kartesisch und die Tensordivergenz gar nicht berechnen. Abhilfe schaffen die Prozeduren
vecgrad und tensdiv, die in den Ubungen zur Verfiigung gestellt werden.

Zweite Ableitungen
Es gilt V x V =0, wie man am einfachsten mittels der kartesischen Darstellung zeigt. Daher ist
rotgrad® =V xVO=0, divrotv=V - (Vxv)=(VxV)-v=0
Aus dem Entwicklungssatz fiir doppelte Vektorprodukte folgt ferner
divgradv=(veV) - V=(V-V)v=Av=V(V-v) -V x(V xv) =graddivv — rot rot v

Diese Formel ist beispielsweise niitzlich, um mit MAPLEV die Divergenz eines Vektorgradienten in
krummlinigen Koordinatensystemen auszurechnen, falls die Prozeduren vecgrad und tensdiv nicht zur
Verfiigung stehen.

StandardméBig kann der Laplace-Operator A =V -V = divgrad in MAPLEV — auch in krummlinigen
Koordinatensystemen — auf skalare Felder angewendet werden, also in der Form

AB =V -VO =divgrad®

Kartesisch: 220 820 §%0
AO = + +
0x2 = 0y? 022
Zylindrisch: 2 2 2
A — 0“0 100 0“0 0“0

o Tror "o T o2

Anwendungen der Vektor- und Tensoranalysis in der klassischen Kontinuumsphysik

Wairmeleitung im ruhenden Medium
Energiebilanz: —divq = 0c©
Stoffgesetz nach Fourier (linear, isotrop): q= —Agrad®
Homogenes Medium:
oc 0O

AO =di = ——
= O =divgrad © o

(Instationdre Warmeleitungsgleichung)



Elektrodynamik ruhender Medien

Maxwellsche Gleichungen:
db

d
rote:fa, divb =0, roth:g—tJri, divd =0

Stoffgesetze nach Hertz und Ohm (linear, isotrop): d=-¢ce, b =_ph,

Homogenes Medium:

’b b
= Ab =divgradb = —rotrotb = ,ueaa? + ,uora

(Elektromagnetische Wellengleichung)

ot

Stromungsmechanik
Inkompressibilitat: divv =0
Potentialstromung: v =grad¥ = rotv =0 (Wirbelfreiheit)
= AV =divgrad¥ =0

(Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung)

Zihe Stromung:
Verzerrungsgeschwindigkeit: D = symgradv
Impulsbilanz: divT + gob = ov
Stoffgesetz nach Newton (linear): T = —pl +2uD

Homogenes Medium:

av

= uAv—gradp—i—gb:Q(at

+ gradv - V)

(Navier-Stokes-Gleichung)
Thermoelastizitat
Verzerrungstensor (kleine Verformungen): E = symgradu
Impulsbilanz:  divT 4 gb = ptii

Stoffgesetz nach Hooke (linear, isotrop):

T=2G((E-001)+——tr(E—aO1)1
1-2v
Homogenes Medium:
. 2(1+v) 0 0 8%u
A - —b==—
= u—i—li?l/graddlvu 1o agrad@—i—Gb G R

(Lamésche Gleichung)

i=oce



