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Flachentragwerke

Gekriimmte Flachentragwerke werden als Schalen, ebene je nach Belastung als Platten oder Scheiben
bezeichnet.

Ortsvektor der Schalenpunkte in der unverformten Ausgangslage ist: r = ry; + zn.

Die Flache z = 0 heifit Mittelflache der Schale; n ist der 6rtliche Normaleneinheitsvektor der Mittelflache.
Bezeichnen ¢; und ¢z orthogonale Koordinaten auf der Mittelfliche, so wird die planare Ableitung (tangen-
tial zur Mittelfliche) mittels der Tangenteneinheitsvektoren und der Ableitungen nach den Bogenléngen
der beiden Parameterlinien eingefiihrt als

74‘92&. (1)

Die ortliche Kriimmung der Schale wird beschrieben durch den Kriimmungstensor (auch Haupttensor
genannt) K gemés
K=-noV,. (2)

Es lasst sich zeigen, dass dieser Tensor symmetrisch ist und folglich tangential zur Mittelfliche zwei
orthogonale Eigenvektoren &1, &, besitzt, welche die beiden Hauptkrimmungsrichtungen definieren. Mit
den beiden als Hauptkriimmungen bezeichneten Eigenwerten ki, ko schreibt der Kriimmungstensor sich
also als

K=keé ®é +kér®é. (3)

Wenn moglich werden Hauptkriimmungslinien als Koordinatenlinien auf der Fliche benutzt (z.B. bei
Rotationsschalen), so dass gilt &; = e, & = es.

Verformungen

Die Reduktion des dreidimensionalen Problems auf ein zweidimensionales geschieht, indem folgende
Annahme diber die Querschnittsverformungen getroffen wird:

Jede urspriingliche auf einer Normale zur Mittelflache liegende materielle Linie verschiebt sich und dreht
sich um eine Achse senkrecht zur Normalenrichtung wie ein starrer Kérper. Bei Beschrankung auf kleine
Drehwinkel stellen sich also die Verschiebungen aller materiellen Punkte der Schale dar als

u(ry, z) = u(rm) + ¢, (rm) X zn(ry) - (4)

Die Schalenverformung wird auf diese Weise festgelegt durch zwei vektorielle Funktionen der unabhangi-
gen Variablen rys, namlich
1) die Mittelflachenverschiebung

ﬁ(rM):u1e1+uQe2—|—wn:ﬁp+wn (5)

2) und die Normalendrehung
P,(rm) = Y1e1 + 1z ez . (6)

Das sind fiinf skalare Funktionen der beiden Fléchenkoordinaten. Die Abhéngigkeit der Verschiebungen
der Schalenpunkte von der dritten Koordinate z ist durch unsere Verschiebungsannahmen festgelegt.



Mit der Abkiirzung
wp(ram) =P, (rv) X n(rm) = Y2 er — Yy ez (7)

schreibt der Verschiebungsansatz (4) sich kiirzer
u(ry, 2) = (rm) + zwp(rm) - (8)

Zum Koordinatenzuwachs dq; gehort auf einer als ¢p-Linie gewahlten Hauptkriimmungslinie auf der
Mittelfliche das Bogenelement ds; und auf einer parallel dazu im Abstand z {iber der Mittelflache ver-
laufenden Linie das Bogenelement ds;, zwischen denen der Zusammenhang

ds; = (1 — Zk‘l) dsy (9)

besteht. Entsprechendes gilt fiir die dazu senkrechte ¢o-Linie, und damit lasst die Ableitung an einem
Punkt der Schale sich unter Beachtung von (1) darstellen als

0 0 0 0 0 0 0
—e — —4n—=e; (1—2k)) ' — 1—2ky) ' —4n— =V, (1-2K) '4n— (10
V=egg e gy Ty, e lmzh) T gote(1-2ky) " 5odngs = V,-(1-2K) " 4ng (10)
(Achtung: V,, ist nicht auf K anzuwenden.)
Damit und mit der Zerlegung
l=e1®e1+e2®e2+n®n=1,+n®n, (11)

des Einheitstensors ergibt die Ableitung der Verschiebungen sich zunéchst zu

u(ry,2) @V = (ﬁ(rM) + zwp(rM)) ® (Vp (1-2K)" n%)

(1p+n®n) . (ﬁ@Vp+zwp®Vp) . (l—zK)fl—l—wp@n

(1p~ﬁ®vp+z1p-u’:p®vp+n®n-ﬁ®vp+zn®n~u’:p®vp)~(1—zK)_1+wp®n.
(12)

Die Felder, auf welche die Ableitungsoperation V,, anzuwenden ist, sind verdeutlichend mit einem Akzent
gekennzeichnet.
Wegen w,, - n = 0 und mit (2) liefert Anwendung der Produktregel
n-W,V,=(wp, - n)V,—w, 10V, =w, K, (13)
und damit ldsst sich folgende Identitat bestatigen:
nQw, = n®w, (1-zK)-(1 —zK)_1 =n®uw,- (1 —zK)_1 —zn®w, -K- (1 —zK)_1
= n®@w, (1-2K) ' —z2n®n-&,®V,- (1-2K)"". (14)

Eine Umstellung dieser Gleichung zeigt, dass der vorletzte Summand von (12) dargestellt werden kann
als
Zzn@n-w,V,- (lfzK)f1 =n®w,- (lfzK)f1 —neuw,, (15)



und aus (12) wird dann
u®V = (lp~ﬁ®Vp+zlp-cbp®Vp+n®(n-ﬁ®Vp+wp))-(1—zK)71—|— [wp®n—n®wp] . (16)

Weil wir uns auf den Fall kleiner Verformungen beschrénken, ist der Verzerrungstensor als symmetrischer
Teil dieses Verschiebungsgradienten zu berechnen. Der eckig geklammerte Teil ist aber antimetrisch und
liefert daher keinen Beitrag zu den Verzerrungen. Der Rest enthiilt den gemeinsamen Faktor (1 —zK)™L.
In Hauptachsen und mit den Hauptkriimmungsradien Ry = 1/ky, Re = 1/ky schreibt die Komponenten-
matrix dieses Tensors sich

1

1—Z/R1 (1) O
0 = 0] (17)
0 0 1

Bei ebenen Flachentragwerken ist dieser Tensor wegen K = 0 exakt gleich dem Einheitstensor, und bei
hinreichend diinnwandigen Schalen kann man ihn mit ausreichender N&herung durch den Einheitstensor
ersetzen. Weil |z| < h/2 gilt (h: Wanddicke des Flachentragwerks), miissen dazu die Bedingungen h < Ry
und h < Ry erfiillt sein. Auf derartige dinnwandige Fldachentragwerke, bei denen also die Wanddicke h
sehr klein ist gegen den kleinsten Kriimmungsradius, wollen wir uns im Folgenden beschranken.

Bei dicken Schalen dagegen muss der Faktor (1 — 2 K)~! mitgefiihrt werden, was die Ausdriicke fiir die
Spannungen, Schnittgroffen und Gleichgewichtsbedingungen umfangreicher gestaltet.

Fiir die dinnwandigen Flachentragwerke erhalt die Verzerrung die Form
E=Ey+2B+sym(n®-~) (18)

mit der (planaren) Mittelflichenverzerrung

Eyv = sym(lp U® Vp) (19)
der (planaren) Biegeverzerrung

B =sym(1, -, ® V,) (20)
und dem (planaren) Schubwinkelvektor

Yy=n-1®V,+w,. (21)

Beachten wir noch
u®V,=(0,4+wn)®V,=10,0V,+n@V,l+wi®V,=1,8V,+ne@Vyw —wK (22)

und daraus folgend
1, 1®V,=1,-1,®V, —wK (23)

und — wegen G, -n =0 —

n-u@V,=n-4,9V,+Vyw= (1, nV,-10, 40V, +Vyw=1u, K+ V,w, (24)

so wird bei der Mittelflachenverzerrung und dem Schubwinkelvektor der Einfluss der Kriimmung und der
unterschiedlichen Verschiebungskomponenten deutlich in den Darstellungen

Eyv = sym(lp . ﬁp ® Vp) —wK (25)

und
Yy=Vyw+K-u,+w,. (26)



Isotrop-elastisches Verhalten

Vorbetrachtung: Ebener Verzerrungs- und ebener Spannungszustand

Wir zerlegen die Verzerrungen und die Spannungen geméf
E=E,teg3e3®e3+ 1yQes+e3® 37, (27)

bzw.
T:Tp+t3363®63+7'®63+63®1', (28)

setzen diese Darstellungen in das dreidimensionale isotrope Hooke’sche Gesetz

14
T =2G <E + g, B 1) (29)

ein und erhalten folgende Teilaussagen:

T, = 2G (E,, + 2 (trE, + e33) 1p> , (30)
1-2v
v
t33 = 2G (633 + 1—9, (tI‘Ep + 633)) , (31)
T=G~. (32)

Im Falle des ebenen Verzerrungszustandes (es3 = 0) berechnen sich der planare Anteil der Spannungen
sowie die Normalspannung in der dritten Richtung zu

14
T, = 2G (Ep + =5 bE, 1p> (33)
bzw. oG
14
t33 = EUEP . (34)

Im Falle des ebenen Spannungszustandes (¢33 = 0) ergibt sich aus (31) zunéchst die Querdehnung in der
dritten Richtung zu

€33 — — ILTIEP, (35)

und setzt man diese in (30) ein, so erhalt man den Zusammenhang zwischen den planaren Anteilen von
Spannung und Verzerrung in der Form

v

T, = 2G <Ep + B, 1p) (36)

— UV

Ein Vergleich von (36) mit (33) zeigt iibrigens, dass der Ubergang vom ebenen Spannungs- zum ebenen
Verzerrungszustand formal vollzogen werden kann durch Abdnderung der Querkontraktionszahl v bei
festgehaltenem Schubmodul G.



Anwendung auf Flachentragwerke

Ein Vergleich von (18) mit (27) — es ist e3 = n und E, = Ey + 2B zu setzen — zeigt, dass unsere
Verformungsannahme (4) einen ebenen Verzerrungszustand erzeugt. Die zugehérigen Spannungen wéren
daher nach (33) und (34) zu berechnen. Bedenkt man aber, dass die beiden Deckflichen in der Regel frei
von Normalspannungen sind und dass folglich im Inneren von diinnen Flachentragwerken die Normal-
spannungen in der dritten Richtung vernachléssigbar sein werden, so erscheint die Annahme eines ebenen
Spannungszustandes sinnvoller, so dass es {iblich ist, mit der Beziehung (36) zu arbeiten. Die zugehorige
volumenspezifische Formanderungsenergie ist dann

14
%Tp . 'Ep = G (Ep . 'Ep + H(trEp)Q) . (37)

Zu den gemiB (32) mit dem Schubwinkel verkniipften Schubspannungen gehort die volumenspezifische
Formanderungsenergie

sTy=3Gvy-~. (38)

Forméanderungsenergie und innere Krifte des Fliachentragwerks

Die Formanderungsenergie der gesamten Schale berechnet sich zu

h/2
Eqet = / / |:G (EM Eyv + V(tI"EM)2> +2G=z (EM B+ IZ/V(tI"EM)(tI"B)>
AJz -

——h/2 l-v
+G2? (B B+ l_yy(trB)2> + 3 Gy - 'y} dzdA . (39)

Fiir unsere diinnen Flachentragwerke wollen wir die Vereinfachung — vgl. (9) —
dA = d§1d§2 = (]. —Z kl) (]. —z kQ) dSldSQ ~ d81d82 (40)

vornehmen, wodurch dA von z unabhingig und gleich dem Fléchenelement der Schalenmittelfliche ge-
setzt wird. Die Integration iiber die Schalendicke kann fiir alle Summanden ausgefithrt werden, wobei
das Integral iiber den in z linearen Term verschwindet. Ubrigens wird hier und im Folgenden nirgends
vorausgesetzt, dass die Schalendicke tiberall gleich sein soll.

Es verbleibt

h3
o :/ Gh (By - By + —2—(1By)? ) + Go= (B B+ —2—(tB)? ) + LGhy - v| dA . (41)
A 1—v 12 1-v
Die einzelnen Grundverformungsarten der Schale erscheinen entkoppelt. Man erkennt in den Querschnitts-
werten h und h3/12 die Fliche bzw. das axiale Flichenmoment 2. Grades einer Rechteckfliiche der
Breite 1.

Nun betrachten wir eine virtuelle (gedachte) Verschiebung du der Schalenpunkte im Rahmen des Ansatzes
(8) und notieren die dadurch verursachte Anderung der Forméanderungsenergie, also die virtuelle Arbeit
der inneren Kréfte.



3
5Edef = / |:2Gh (EM . (SEM + 11/1/(tI‘EM)(S(tI‘EM)> + QG% (B --0B + ]-Vy(tI'B)é(trB)) + Gh’y . 5’)’:| dA
A — —

= /[S--(SEM+M--5B+qP-5’y}dA. (42)
A
Die dabei abkiirzend eingefiithrten Groflen heiflen Scheibenkrafttensor oder Membrankrafttensor
Momententensor
M=26" (B+ Y (B (44)
=2G— —(tr
12 1—v P
und planarer Querkraftoperator
ay = Ghry . (45)
Nach (18), (36), (32) berechnen die von diesen Schnittgrofen hervorgerufenen Spannungen sich zu
1 z 1
T,=-S+——M =— 4
PSR T T (46)

was an die Formeln fiir Rechteckbalken erinnert.
Mit (19), (20), (21) wird aus (42) — man beachte, dass gilt X - -sym(Y) = X --sym(Y?) = X-- YT, wenn

X ein symmetrischer und Y ein beliebiger Tensor ist —

§Bges = /As--vp®5ﬁ-1p+M-.vp®5a;p-1p+qp.(vp®5’u.n+5wp)]dA

= / 511-1,,-s.vp+5u},,.1p.M~vp+5h~nqp.v,,+qp.5w4 dA
A

- / 5a-S+0w, M+ n@qy| V,dA
A

—/ [51‘1-S-Vp+5wp-M-Vp+5ﬁ-n®qp-vp—qp~5wp] dA . (47)
A

Dabei sind die unterstrichenen Terme mit der Produktregel behandelt worden, nachdem noch 1,,-S =S
und 1, - M = M beachtet worden ist. Das unterklammerte Integral iiber die Mittelfldche lasst sich in
ein Integral iiber die Schalenberandung tiberfithren. Weil in der eckigen Klammer ein planares Vektor-
feld abzuleiten ist, sieht der dazu benétigte Gaufi’sche Satz fiir gekriimmte Fléachen formal genauso aus
wie derjenige fiir die ebene Fliche. (Der in der Tangentialebene liegende Normaleneinheitsvektor der
Schalenberandung soll mit e bezeichnet werden.)

0Eqer = ]{{6u-(s+n®qp)-e+§wp~M~e} ds

[ [ ST 9, 4 00y 019, - a)] as. (15)



Im Gleichgewichtsfalle muss die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte gleich der virtuellen Arbeit der &ufleren
Kréfte sein. Diese besteht aus Arbeiten von Fliachenkraften und -momenten

SWreld = /A (p-du+my - 6v,) dA (49)
und Arbeiten der (auf die Schnittlingeneinheit bezogenen) Schnittgréfien am Rand
0WRand = 7{ (f -du+m- (5'¢p) ds . (50)
Unter Beachtung der wegen (7) fiir alle Vektoren a giiltigen Beziehung
dwy-a= (69, xn)-a=dp, (nxa) (51)
liefert ein Vergleich der Randarbeiten zunéchst

f:(S+n®qp)~e:S~e+(qp~e)n, m=nxM-e. (52)

Die Schnittkraft f besitzt, wie man sieht, einen tangential zur Mittelfliche liegenden Anteil S - e, der
im allgemeinen Komponenten senkrecht und parallel zum Rand, also Normalkrafte und Scherkrafte auf-
weist, sowie einen senkrecht zur Mittelfliche gerichteten Anteil (g, - €) n, also eine Querkraft. Ist e eine
Hauptrichtung des Scheibenkrafttensors S, so ist die Scherkraft gleich Null.

Entsprechend besitzt das (stets tangential zur Mittelflache wirkende) Schnittmoment m im allgemeinen
Komponenten senkrecht und parallel zum Rand, also Torsionsmomente und Biegemomente. Ist e eine
Hauptrichtung des Momententensors M, so ist das Torsionsmoment gleich Null.

Ist die (zu e senkrechte) Schnittrichtung parallel zu q,,, dann ist die Querkraft gleich Null.

Gleichgewichtsbedingungen

Ein Vergleich der flichenhaft geleisteten Arbeiten gibt
(S+n®aqp)-V,=-p, (53)

nx(M-Vp—qp):—mA. (54)

Diese beiden vektoriellen Differentialgleichungen beschreiben das lokale Kraft- bzw. Momentengleichge-
wicht. Sie entsprechen fiinf skalaren Differentialgleichungen.

Mit den Identitaten
m®qy) Vy=(dp-Vp)n+n0Vy,-q,=(dp-Vp)n-K-qp (55)
und — man beachte n-S =0 —
n$V,=n-8V,-8- V,on=8 K (56)

sowie den Abkiirzungen
szlp'P, Pn=pP 1N (57)



gelingt es, das Kraftgleichgewicht tangential zur Schalenmittelfliche durch die planare Komponente von
(53) in der Form
1,-S-V,-K-q,=-p, (58)

und das Kraftgleichgewicht senkrecht zur Schalenmittelfliche durch die Normalkomponente von (53) in
der Form
S-K+aq, V,=-pn (59)

auszudricken.

Die fiir alle Vektoren a giiltige Identitét
—nx(nxa)=-n(n-a)+a(n-n)=-n®n-a+a=(1-n®n)-a=1,-a (60)
ermoglicht es, die Momentengleichgewichtsbedingung (54) in die Form
1, M-V, —q,=nxmy (61)

zu bringen.

Der Sonderfall der ebenen Fliachentragwerke

Bei ebenen Flichentragwerken ergeben sich wesentliche Vereinfachungen, denn der Tensor K ist gleich
Null und der Vektor n sowie der Tensor 1, = 1 — n ® n sind konstant.

Die Grundverformungen geméaf (19), (20), (21) vereinfachen sich daher unter Beachtung von (25) und
(26) zu
62

Ey = sym(a, ® V), )
63)
)
)

B = sym(w, ® V,)

64

(
(
vy=Vow+w,. (
(

Die Kraftgleichgewichtsbedingungen (58) und (59) sowie die Momentengleichgewichtsbedingung (61
nehmen die Form

S-V,=—-pp, (65)
dp - Vp = —Dn, (66)
M-V,—qp=nxmy (67)

an. Diese Feldgleichungen erlauben nun eine Entkoppelung in ein Scheibenproblem und ein Plattenpro-
blem.

Als Scheibe bezeichnet man ein ebenes Flichentragwerk, das nur Verschiebungen @, in seiner Ebene,
aber keine Verschiebungen w senkrecht zur Ebene sowie keine durch w,, beschriebene Normalendrehung
aufweist. Wegen Ey; # 0, aber B = 0 und v = 0 gibt es nach (43), (44), (45) zwar Scheibenkréfte S,
aber keine Momente M und keine Querkréfte q,. Flachenbelastungen p,, in der Scheibenebene sind also
zuléssig, nicht jedoch eine flichennormale Belastung p,, oder ein Schiittmoment m .

Als Platte bezeichnet man ein ebenes Fléchentragwerk, das nur Verschiebungen w senkrecht zur Ebene
sowie eine durch w, beschriebene Normalendrehung, jedoch keine Verschiebungen i, in seiner Ebene
aufweist. Wegen Ey = 0, aber B # 0 und v # 0 gibt es nach (43), (44), (45), Momente M und
Querkrafte qp, aber keine Scheibenkrifte S. Eine flichennormale Belastung p, und ein Schiittmoment
my sind also zuléssig, nicht jedoch Flachenbelastungen p, in der Scheibenebene.



Schubstarre Flachentragwerke

Die bisher betrachteten schubweichen Flachentragwerke werden — jedenfalls im ebenen Falle — nach
Mindlin benannt. Vernachléssigt man die zu den Querkréaften gehdrigen Schubverformungen -, d.h. nimmt
man an, dass die Flachennormale auch nach der Verformung auf der verformten Mittelflache senkrecht
steht — das entspricht der Bernoullischen Hypothese in der Balkentheorie — so wird ein solches Fléchen-
tragwerk mit dem Namen Kirchhoff in Verbindung gebracht.

Die Kirchhoffsche Hypothese bedeutet nach (26) bei Schalen
wp,=—-V,w—-K-1u, (68)

und bei Platten
wp =—V,w. (69)

Zu ermitteln sind dann nicht mehr 5 skalare Funktionen von ry;, sondern nur noch 3, ndmlich uy, uq, w.
Die Gleichung (45) ist nicht mehr anwendbar, doch kénnen die Querkrifte — die nunmehr innere Reak-
tionskréfte darstellen — aus (61) berechnet werden.

Bei Anwendung auf eine Zylinderschale entstehen die Gleichungen von Donnell.

Anmerkung zu dickeren Schalen

Wenn die Schalen nicht sehr diinn sind, kann zK nicht mehr gegen 1 vernachlassigt werden. Die For-
meln werden dann aufwendiger, der Membrankrafttensor S und der Momententensor M bleiben nicht
symmetrisch, und in den Gleichgewichtsbedingungen treten Zusatzterme auf. Bei Anwendung auf eine
Zylinderschale entstehen die Gleichungen von Fliigge (1932).

Beziiglich der Einzelheiten sei auf die Literatur verwiesen:

Girkmann, K.; Flachentragwerke, Springer Wien

Fligge, W.; Stresses in Shells, Springer Berlin

Fligge, W.; Statik und Dynamik der Schalen, Springer Berlin

Goldner, W.; Lehrbuch Hohere Festigkeitslehre, Band 1 und 2, Fachbuchverlag Leipzig
Wlassow, W.S.; Allgemeine Schalentheorie und ihre Anwendung in der Technik, Berlin

Skizze eines Schalenelements

Es bedeuten o und 3 zwei orthogonale Koordinatenlinien auf der Schalenmittelfliche. Dargestellt sind die
Komponenten des Scheibenkrafttensors S (hier mit T bezeichnet), die Querkréfte sowie die Komponenten
des Momententensors M und die der Flachenbelastung p und der Schiittmomente.



Begleitblatt Z zur Vorlesung Hohere Festigkeitslehre
TFH Berlin, FB VIII, Prof. Dr.-Ing. A. Krawietz

Zylinderschalen

Eingefiithrt werden auf der Flache die Koordinaten z in Richtung der Mantellinien und ¢ in Umfangs-
richtung, die sich als Beschrankung des rdumlichen Zylinderkoordinatensystems r, ¢, z auf die Flache mit
dem Radius r = a deuten lassen. Als Normaleneinheitsvektor n wird —e, gewahlt.

Nach (F5) ist der Vektor der Mittelflachenverschiebung darzustellen als

U =u.(2,0)e: +uy(z 0) ey + w(z,¢)n, (1)
und der zur Beschreibung der Normalendrehung geméf (F7) verwendete Vektor als
wp:'lpp xn:wz(z,¢) ez+w¢(zv¢)e¢ : (2)
Daraus ergeben sich nach (F25) die Mittelflichenverzerrung zu
Ey =sym(1, -1, ® V,) — wK (3)
mit den Komponenten
Quz 1 (3"2 + au‘f’)
Oz 2 \ ado¢ Oz (4)
1(8u2+8u¢> %_ﬂ
2 \ ad¢ 0z ad¢p a
und nach (F20) die Biegeverzerrung zu
B =sym(1, 4, ®V,) (5)
mit den Komponenten
Ow. 1 (awz n 8w«>>
0z 2 \ ad¢ 0z (6)
1 (awz + awd’) dwe
2 \ ad¢ 0z ad¢
Wenn die Giiltigkeit der Kirchhoffschen Hypothese angenommen wird, so bedeutet das nach (F68)
wp=—-Vw—-K-1,, (7
also die Komponentengleichungen
ow ow  ug
z— T3 > =T — - 8
@ 0z “e adp _a ()
Die Gleichgewichtsbedingung (F53) der Krifte
(S+n®aqy)-V,=-p, (9)
besitzt die drei Komponenten
8szz 8sz¢
: —_ — — — Pz 10
‘ 0z + ado b (10)
059 0S¢p 4o
: % 11
o % T a0 6 o P (11)

. see  0¢: 049 _
n: LJF az+aa¢_ Dn (12)



und die Gleichgewichtsbedingung (F61) der Momente — wenn es keine Flichenmomente gibt, also
mp = 0 gilt —

1, M-V, =aq, (13)
die zwei Komponenten
om,,  Omsy
. — 14
‘ 0z | adp (14)
Omzy =~ Omge
. =qy . 1
¢ 0z ad¢ 1 (15)

Die unterstrichenen Zusatzterme in den Gleichungen (4), (8), (11) und (12) sind die Ursache dafiir, dass
die Problembeschreibung der (gekriimmten) Zylinderschale nicht wie die eines ebenen Flachentragwerks
in unabhéangige Platten- und Scheibenprobleme zerfallt.

Die Membrantheorie der Schalen

Unter gewissen Umstédnden ldsst das Tragverhalten von Schalen sich hinreichend genau erfassen, wenn
man von der Existenz von Biege- und Torsionsmomenten absieht. Nach (13) gibt es dann auch keine
Querkrifte, und die Kraft-Gleichgewichtsbedingung (9) vereinfacht sich folglich zu

S-V,=-p. (16)

Als einzige Schnittgréfien in der Schale verbleiben also die Membrankrifte S. Man spricht daher von
einem Membranspannungszustand, weil ein solcher auch von einer biegeschlaffen Membran abgetragen
werden kann. (Letzteres setzt allerdings voraus, dass die Hauptmembrankrifte positiv, also Zugkréfte
sind, um Faltenbildung auszuschlieflen.) Durch Membrankrafte wird das Material gleichmé8ig iiber die
Dicke beansprucht, wahrend bei Biegung und Torsion nur die Randschichten ausgenutzt werden, was bei
Schalen aus homogenem Material nicht wirtschaftlich ist.

Die Membranlosung der Zylinderschale

Der Ersatz der Gleichung (9) durch (16) bedeutet fiir die Zylinderschale, dass die Komponentengleichun-
gen (10) bis (12) sich vereinfachen zu
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Diese drei skalaren Kraftgleichgewichtsbedingungen lassen sich nach den unbekannten Komponenten des
Membranspannungstensors auflosen. Gleichung (19) liefert unmittelbar

Sps = —QAPp - (20)
Damit wird aus Gleichung (18)
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und Integration gibt
Op
o= [ (=pot )z + 1(6) (22
Einsetzen in (17) fihrt auf
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mit dem Integral
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Da die Gleichgewichtsbedingungen sich als ausreichend erwiesen haben, um die inneren Kréfte zu berech-
nen, ist das Membranproblem statisch bestimmt.

Dass die Membranlésung an Grenzen stoflen kann, sieht man so. Zu den soeben berechneten Mem-
brankraften S gehort eine Mittelflichenverzerrung Ey;. Bei isotrop-elastischem Verhalten berechnet sie
sich aus der Inversion von (F43) zu

EM:ﬁ (s (s ) . (25)

Gleichsetzen der Komponenten dieses Tensors mit denen der Matrix (4) liefert nach Integration die
Verschiebungskomponenten u, ug, w. Dabei kénnen nun zwei Arten von Problemen auftreten. An Stellen
konzentrierter oder unstetiger Belastungen werden die berechneten Normalverschiebungen w nicht die
erforderlichen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen und an Réndern werden sie im
allgemeinen nicht den Randvorgaben geniigen. In beiden Fallen miissen also zusétzliche Verformungen
aufgrund von Momenten iiberlagert werden, die allerdings oft den Charakter ortlich begrenzter Storungen
besitzen.

Eine weitere Ungereimtheit der Membrantheorie kann offenbar werden, wenn die nach (5) mit (7) zu den
Normalverschiebungen w berechnete Biegeverzerrung B nicht gleich Null ist, denn dann muss es nach
(F44) zwangsldufig Momente M und nach (13) auch Querkréfte q, geben.

Bei vielen Anwendungen wird allerdings das Tragverhalten weiter Gebiete der Schale durch die Mem-
brantheorie recht gut wiedergegeben, so dass die Biegetheorie nur fiir Korrekturen benétigt wird.



