PROF. DR.-ING. ARNOLD KRAWIETZ

Anisotropes elastisch-plastisches Verhalten
mit plastischer Volumenkonstanz bei kleinen
elastischen und groflen plastischen Verzerrungen

Teil II:
Zur Frage der Symmetrien der tangentialen Steifigkeiten

Berlin, den 6. Dezember 2004



Inhaltsverzeichnis

1 Symmetrien und Potentiale
1.1 Ziel der Untersuchung . . . . . . . .. ... ... ... ....
1.2 Geschichtliches . . . . . . ... ... ... L
1.3 Stabilitatstheoretischer Zugang . . . . . .. ... .. .. ...
1.4 Konzept der Standard-Materialien . . . . . . . ... ... ...

2 Spezialisierung auf die Stoffgleichungen von Teil 1
2.1 Quadratische FlieBbedingung und assoziierte Flieregel . . . .
2.2 Skalare und kinematische Verfestigung . . . . . ... ... ..
2.3 Infinitesimale Steifigkeit . . . . . . .. ... ..o
2.4 Kleine elastische Verzerrungen . . . . . . .. . . ... ... ..

3 Algorithmische Steifigkeit
3.1 Unsymmetrie bei Anisotropie . . . . ... .. ... ... ...
3.2 Vereinfachungen bei Isotropie . . . . . .. ... .. ... ...
3.3 Reihenentwicklung . . . . . ... ... 0oL
3.4 Vergleich beider Tangentialsteifigkeiten . . . . . . . . . .. ..

11
11
12
13
14



Kapitel 1

Symmetrien und Potentiale

1.1 Ziel der Untersuchung

Im vorliegenden Bericht geht es darum, zu untersuchen, ob die tangentialen
Steifigkeiten — wund zwar sowohl die infinitesimalen als auch die
algorithmischen — bei elastisch-plastischem Material symmetrisch sind. Im
ersten Kapitel werden verschiedene theoretische Konzepte diskutiert, die
zur Begriindung der Symmetrieeigenschaft vorgeschlagen worden sind. Das
zweite Kapitel spezialisiert sodann auf jene Stoffgleichungen, die in Teil I vor-
gestellt wurden, und untersucht insbesondere den Einfluss von Termen, die
wegen der Kleinheit der elastischen Verzerrungen gewohnlich vernachlassigt
werden, auf die infinitesimale Steifigkeit, wahrend das dritte Kapitel sich
mit der algorithmischen Steifigkeit beschaftigt, die bei endlicher Schrittweite
fiir das Newton-Verfahren benotigt wird. Dabei zeigt sich, dass bei isotro-
pem Verhalten die Symmetrie gewahrt wird, wahrend sie bei anisotropem
Verhalten verloren geht.

1.2 Geschichtliches

Die Symmetrie elastisch-plastischer Steifigkeiten ist, wie wir noch sehen wer-
den, eng verkniipft mit dem Konzept der Konvexitat der Fliefifliche und der
Normalitat der Richtung des plastischen Verformungszuwachses zur Flie3-
flache, so dass die FlieBbedingung zugleich als plastisches Potential fungiert
und als Folge die Dissipationsleistung in gewissem Sinne maximal, Steifigkei-
ten symmetrisch und Randwertaufgaben fiir Geschwindigkeitsfelder selbst-
adjungiert werden. Man spricht dann auch von assoziativer Plastizitat.

Schon von Mises hat in einem klassisch gewordenen Aufsatz [1] 1928 die
Behauptung aufgestellt, die Existenz des plastischen Potentials sei (bei qua-
dratischer Fliebedingung) durch Experimente an anisotropen Kristallen be-



wiesen. Drucker [2] fand 1951, dass gewisse Stabilitdtsforderungen an elastisch-
plastische Materialien (bei kleinen Verformungen) ebenfalls auf Konvexitét
und Normalitat fithren. Er wies allerdings darauf hin, dass es sich bei die-
sem Ergebnis nicht um ein Naturgesetz handelt, da es in der Natur neben
stabilem auch instabiles Verhalten gibt.

Die Ubertragung der genannten Konzepte auf beliebig grofie elastische und
plastische Verformungen erfolgte in [3]. Die Ergebnisse dieser Untersuchung
wurden spéter teilweise von anderen Autoren neu entdeckt ( [4], [5] ) .

Ein anderer Zugang zur Symmetrie basiert auf der linearen Thermodyna-
mik der irreversiblen Prozesse. Auf der Grundlage von Argumenten aus der
statistischen Mechanik hatte Onsager dort eine generelle Symmetrie postu-
liert. Ziegler iibertrug diesen Gedanken ins Nichtlineare (siehe z.B [6]) und
verschérfte den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (Forderung positi-
ver Dissipation) zum dritten Hauptsatz (Forderung maximaler Dissipation),
allerdings auf der Grundlage klassischer Differenzierbarkeitsannahmen. Eine
groflere Klarheit und Reichweite der Konzepte erzielt man, wenn man die Dif-
ferenzierbarkeit aufgibt und Subdifferentiale der Potentiale betrachtet. Das
geschieht z.B. in den Arbeiten [7] und [8].

Bei Metallen hat sich die assoziative Plastizitat bewahrt, dagegen ist sie
in der — von Coulombscher Reibung gepragten — Bodenmechanik nicht
anwendbar.

1.3 Stabilitatstheoretischer Zugang

Wir wahlen die zu untersuchenden Stoffgleichungen zunachst allgemeiner als
in Teil T und lassen jetzt auch beliebig grofle elastische Verzerrungen und
plastische Volumenanderungen zu. In einem solchen Fall, wo die Dichte der
entspannten Zwischenplazierung nicht konstant ist, wird die Untersuchung
wesentlich tibersichtlicher, wenn man nicht mit Spannungen arbeitet, son-
dern mit Quotienten aus Spannungen und Dichten, die als Beanspruchungen
bezeichnet werden sollen. Es sollen o, 09, 0z die Massendichte in der aktu-
ellen, der Bezugs- bzw. der Zwischenplatzierung bedeuten. Der Zusammen-
hang zwischen der auf die Bezugsplatzierung bezogenen 2. Piola-Kirchhoftf-
Spannung S und der zugehorigen Beanspruchung Z ist

S
Z=" 1.1
o (1.1)

der entsprechende Zusammenhang der 2. Piola-Kirchhoff-Tensoren, die auf
die Zwischenplazierung bezogen sind,

Z. =% (1.2)



und ihre Verkniipfung mit der Cauchy’schen Spannung T ist gegeben durch

T
Z=F' - . FT=N-Z, N (1.3)
0

Von der Materialbeschreibung benotigen wir ferner

E.=iN'"-C-N-1) (1.4)
Z.=17.(E.) (1.5)
~-N!'.N=P (1.6)
(E,, Zep, k) <0 (1.7)

C ist der auf die Bezugsplatzierung bezogene rechte Cauchy-Green-Tensor,
E. bedeutet die (elastische) Green’sche Gitterverzerrung, N ist das Inverse
des plastischen Anteils des Deformationsgradienten, P die plastische Ver-
formungsanderung, x ein skalarer Verfestigungsparameter, Z.p der die kine-
matische Verfestigung kennzeichnende Riickbeanspruchungstensor und ® die
FlieSfunktion, die den — mit der Verfestigung sich &ndernden— elastischen
Bereich im Raum der elastischen Verzerrungen E. beschreibt. Die Entwick-
lungsgleichungen der Verfestigungsvariablen sind an dieser Stelle noch ohne
Bedeutung und werden daher zunachst nicht spezifiziert.

Nimmt man an, dass die Speicherenergie W (je Masseneinheit) nur von den
elastischen Verzerrungen abhangt, so lautet die Passivitatsforderung — siehe
[3] — fiir das oben beschriebene Material

2
= Z.:E.—(1+2E,)-Z.:N'.N

oW .
o5 B (1.8)

12:C = IN.Z, N (NT.(1+2E,) - N

> W=

Beschrankung auf rein elastische Verformungen (N = 0, E, beliebig) liefert

die Potentialrelation
ow

Z.= 1.9

JE, (1.9)
und es verbleibt die Dissipationsungleichung

D = (1+2E.)-Z.: (-N"!'.N) (1.10)

:P>0 (1.11)

Dabei ist zur Abkiirzung der (i. Allg. unsymmetrische ) Mandel’sche Bean-
spruchungstensor

> = B(E,) i= (1 +2E,) - Z.(E.) (1.12)
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eingefiithrt worden.
Im Aufsatz [3] wurden fiir eine allgemeine Klasse von elastisch-plastischen
Materialien die Konsequenzen der folgenden Forderung untersucht:

e Postulat D: Durch keinen Deformationskreisprozess soll dem Material-
element Arbeit entzogen werden konnen.

Die Bedeutung dieser Forderung im Rahmen eines allgemeinen Stabilitats-
konzepts, d.h. die Ubertragung der Druckerschen Ideen auf grofe elastische
und plastische Verformungen, wird in [9], Kap. 12 dargelegt. Als Folge von
Postulat D ergab sich:

1. Es gilt eine Bedingung der Verallgemeinerten Konvezitat, welche gleich-
bedeutend ist mit der Tatsache, dass die Dissipationsleistung maximal
ist. Das ist die Ubertragung der von Mises’schen Idee. Fiir die oben
beschriebene Materialklasse vereinfacht sich diese Bedingung zu — vgl.
3], Formel (4.13) —

(Z(E.) —Z(E):P>0 (1.13)

Sie ist so zu lesen: Wird zur Berechnung der an der plastischen Ver-
formungsanderung P geleisteten Dissipation der zugehorige Tensor X
herangezogen, so ergibt sich ein groferer (oder jedenfalls kein kleine-
rer) Wert, als wenn irgendein anderer Tensor X* aus dem elastischen
Bereich verwendet wird.

2. Wahlt man fiir ¥* Nachbarpunkte von ¥, dann findet man

0
—P.(SE——P.aE

e

. 6E. > 0 (1.14)

Ist nun die FlieBbedingung ®(E., Z.p,x) = 0 glatt, d.h. gilt fiir den
augenblicklichen elastischen Bereich

0P

JE. :0E, <0, wenn ®=0 (1.15)
dann zeigt ein Vergleich
() 0P
P: = i > 1.1
JE, A JE, mit A >0 (1.16)

Es ist dies ein Spezialfall der in [3], Formeln (5.7), (5.8) beschriebenen
Eigenschaft der Verallgemeinerten Normalitdt.



3. In [3] wurde ferner gezeigt, dass die Verallgemeinerte Normalitit zu-
sammen mit der Potentialbeziehung (1.9) hinreichend ist fiir die Sym-
metrie der infinitesimalen Tangentialsteifigkeit und damit fiir die Selbst-
adjungiertheit der infinitesimalen elastisch-plastischen Randwertauf-
gabe; dieser lasst sich also ein Variationsprinzip zuordnen. Fiir einen
Spezialfall werden wir den Beweis der Symmetrie im nachsten Kapitel
explizit durchfiithren.

Bei Beschriankung auf elastisch isotropes Verhalten wire Z. koaxial zu E.,
also ¥ geméB (1.12) ein symmetrischer Tensor. Aus (1.13) wird dann die
echte Konvexitédtsbedingung — siehe [3], Formel (4.14) —

(X —-%"):symP >0 (1.17)
und aus (1.16) die echte Normalitdtsbedingung — siehe [3], Formel (5.10) —

0o
P=)\—_ 1.18
sym B> (1.18)
(Wir betrachten in diesem Falle 0% /0E, als invertierbare Abbildung auf der
Menge der symmetrischen Tensoren.)
Uber den antimetrischen Teil von P erhéalt man dann offenbar keine Aussage.

1.4 Konzept der Standard-Materialien

Halphen & Nguyen definieren in ihrer Arbeit [7] verallgemeinerte Standard-
Materialien als solche, die normale Dissipation besitzen. Auf obige Stoffglei-
chungen eingeschrankt bedeutet ihre Definition:

Es existiert ein konvexes Potential (X)) so, dass P Subgradient, also Element
des Subdifferentials von ¢ ist:

P € 0p(%) (1.19)
Das ist gleichbedeutend mit folgender Forderung — vgl. [8] —
vE* (X" =3): P+ p(X) < p(X9) (1.20)

Im hier betrachteten geschwindigkeitsunabhangigen Fall wird fiir ¢ die In-
dikatorfunktion gewéhlt, d.h. ¢ = 0 im elastischen Bereich und ¢ = oo
auBerhalb des elastischen Bereiches. (Es ist also ¢(X) = 0. Nur wenn ¥* im
elastischen Bereich liegt — p(X*) = 0 —, dann ergibt sich eine nichttriviale
Aussage.)



Die Autoren haben bei ihrer Untersuchung allerdings eines iibersehen: Der
unsymmetrische Tensor ¥ — in [7] mit # bezeichnet — ist eine Funktion des
symmetrischen Tensors E., d.h. die zum elastischen Bereich gehorenden ¥
bilden eine sechsdimensionale Mannigfaltigkeit im neundimensionalen Raum,
also keine konvexe Menge. Man kann sich helfen, indem man den elastischen
Bereich formal auf ein neundimensionales Gebiet ausdehnt, aber das hat
keine physikalische Bedeutung. Auch Miehe&Stein ([5]) sind so vorgegangen
und haben aus dieser willkiirlichen Annahme Schliisse auf das Verschwinden
des plastischen Spins gezogen — die librigens wegen tensorarithmetischer
Unrichtigkeiten sogar falsch sind.

Wir kénnen die Theorie der Standard-Materialien sauber formulieren, wenn
wir auf den elastisch-isotropen Fall einschréanken. Dann geht (1.20) in die
Bedingung (1.17) der maximalen Dissipation iiber, wenn wir (1.20) nur auf
dem sechsdimensionalen Raum der symmetrischen Tensoren betrachten und
mit P hier und im Folgenden nur den symmetrischen Teil der plastischen
Verformungsinderung bezeichnen. (Uber den unsymmetrischen Teil kénnen
wir eine beliebige Annahme treffen.)

Natiirlich ergibt sich fiir glatte Randpunkte des elastischen Bereichs wieder
die Normalitétsregel (1.18), und die FlieBfunktion fungiert als plastisches
Potential (Punkt A im Bild). Damit ist zwar nicht P, wohl aber die Rich-
tung von P eine Funktion von 3. Man spricht dann von der Existenz einer
FlieBregel. An Ecken der FlieBfliche ist nicht einmal die Richtung von P
eindeutig festgelegt (Punkt B im Bild).

Eine Fenchel-Transformation (verallgemeinerte Legendre-Transformation) er-
laubt es nun, ein weiteres Potential ¢* einzufithren und dieses als Dissipati-
onsleistung D (je Masseneinheit) zu identifizieren. Dazu definiert man

©"(P) := SSP[Z* P — (2] (1.21)

Wenn 3* nicht im elastischen Bereich liegt, ist der Wert der eckigen Klammer
gleich —oo, anderenfalls ldsst (1.21) sich schreiben als

" (P) = max[%" : P] (1.22)

Dass das Supremum hier ein Maximum ist, folgt aus (1.20) wegen
X P=2-X):P+X:P<X:P (1.23)

denn das Gleichheitszeichen gilt fiir 3 = ¥*. Man erkennt, dass ¢*(P) die —
am symmetrischen Teil der plastischen Verformungsinderung P — geleistete
Dissipation darstellt.



Man kann ferner zeigen, dass 3 Subgradient von ¢* ist, also
3 € 0¢*(P) (1.24)
oder gleichbedeutend damit
vP* . (P*—=P): X+ ¢ (P) <" (P) (1.25)
gelten muss. Wiahlt man namlich P* € d¢(3), dann gilt nach (1.20)
\OIE (2T -%):P*<0 (1.26)

und damit
X:.P'= H%}aTX[ET : P = " (PY) (1.27)

und es verbleibt von (1.25)

OSI%%X[ET:P]—E:P:gp*(P)—E:PgO (1.28)
also
P'P)=%:P (1.29)

Folglich ist das Subdifferential 0p*(P) die Menge jener Tensoren ¥, die im
Doppelpunktprodukt mit P die Dissipationsleistung liefern. Ist die Fliebe-
dingung in der Umgebung eines 3 konvex im strengen Sinne, dann enthalt
das Subdifferential nur einen Subgradienten, d.h. es gibt nur einen Tensor 3,
und dieser lasst sich mittels der gewohnlichen Ableitung von ¢* als Funktion
von P darstellen:

_ 9
- OP
Die Dissipationsleistung fungiert in diesem Falle als klassisches Potential
(Punkt A im Bild). (Das ist tibrigens der Ausgangspunkt des Vorgehens
von Ziegler [6]). Ist die FlieBbedingung lokal nur schwach konvex, dann ist ¥
— im Gegensatz zur Dissipationsleistung — keine eindeutige Funktion von
P (Bereich C bis D im Bild).

Bemerkung zum klassischen Vorgehen: Geht man von der Annahme aus,
der symmetrische Tensor X sei eine Funktion des symmetrischen Tensors P,
dann ist die Dissipationsleistung ebenfalls eine Funktion von P:

> = %(P)

(P) (1.30)

D=DP)=%(P):P (1.31)
und daraus folgt
oD ox
a—P—E—i—P.a—P (1.32)



Die Dissipationsleistung fungiert folglich genau dann als Potential bei der
Ermittlung von ¥ (d.h., ¥ = 9D/0P), wenn gilt

'5p =
Nun ist aber beim geschwindigkeitsunabhangigen Material die Dissipations-
leistung proportional zum Betrag von P, also

D = X(P,|P|) : P[P (1.34)

P 0 (1.33)

so dass ¥ von |P| unabhéngig sein muss. Da aber die Richtungen P cine
fiinfdimensionale Mannigfaltigkeit bilden, ist auch die Menge der X eine fiinf-
dimensionale Mannigfaltigkeit im sechsdimensionalen Raum der symmetri-
schen Tensoren, und diese Mannigfaltigkeit nennt man die Flieflache & = 0.
Ist diese glatt, so gilt

0v . 0% 9%

und der Vergleich mit (1.33) zeigt
0P
P = /\(9_27 A reell, (1.36)

also wieder die Normalitatsregel.

Wenn die Menge der P einer Nebenbedingung unterliegt, z.B. trP = 0 — iso-
chores FlieBen —, dann sind diese Uberlegungen nicht mehr giiltig und man
muss auf die allgemeine Behandlung der Standard-Materialien zurtickgreifen.

Bemerkungen zur Arbeit [4]: Moran, Ortiz&Shih untersuchen elastisch-
plastische Materialien unter grolen Verformungen. Um ihre Ergebnisse mit
den oben Dargelegten vergleichen zu konnen, schreiben wir die FlieBbedin-
gung (1.7) mit (1.5) in der Form

D(Ee, Zep, k) = P(E(Z.), Zep, k) =: ®(Ze, Zep, k) = 0 (1.37)
und bei glatter Berandung des elastischen Bereichs ergibt sich
0P
202, =0 1.38
9z (1.38)

Variiert man die elastischen Verzerrungen und Beanspruchungen auf der
FlieBflache, dann gilt andererseits nach (1.14) mit (1.12)

0 = P:6S=P;: ((2%:6Ze>-Ze+(1+2Ee)-5Ze)

€

= (Sym[(l +2E.) - P] +sym2P-Z.] : g];e) 02, (1.39)

9



Vergleich von (1.38) mit (1.39) zeigt

0P
0Z.

(sym[(l +9E,) P+ sym[2P - Ze : %) ~

(1.40)

Moran, Ortiz&Shih definieren assoziiertes plastisches Flielen nun rein formal
und ohne auf die oben dargelegten Konzepte Bezug zu nehmen durch die
abweichende Relation

0P

sym[(1+2E.) - P] « 0z

(1.41)

und finden folglich, dass die tangentiale Steifigkeit der so erklarten plastischen
Materialien i. Allg. nicht symmetrisch ist, was uns nicht tiberrascht.

Die Lesbarkeit der genannten Arbeit wird erschwert durch die Tatsache, dass
die Autoren eine ungewohnliche Tensornomenklatur verwenden. So hat ihre
Definition des symmetrischen Teils bzw. des Deviators eines Tensors teils
die herkommliche, teils aber auch eine abweichende Bedeutung — siehe ihre
Formeln (4), (20). Das gilt auch fiir die Beziehung (1.41), deren linke Seite
in ihrer Formel (44) einfach symP lautet. (Sie schreiben R statt P.)

10



Kapitel 2

Spezialisierung auf die
Stoffgleichungen von Teil I

2.1 Quadratische Flie3bedingung und asso-
ziierte Fliefliregel

Aus (1.12) mit (1.9) folgern wir

PW 0x
0¥ =20E.Z.+(1+2E,)-0Z. = 20E.-Z.+(1+2E,)- E? 0E, = B, 0E,
(2.1)
Fihren wir ferner
Z.=7,—Z.s (2.2)

ein und beschreiben den elastischen Bereich zunachst in leichter Verallgemei-
nerung von Teil I speziell durch

O(Ee,Zep, k) =Ze: B:Zo — —2(k)* <0 (2.3)

— die symmetrische Tetrade B bildet die Menge der symmetrischen Devia-
toren in sich selbst ab — so ergibt sich weiter bei festgehaltenem elastischen
Bereich

oPW 0P

aEz . (SEe = 8—]36 . 5Ee (24)

6 =27,:B:0Z, =27, :B:

Verallgemeinerte Normalitédt im Sinne von (1.16) liegt nun vor, wenn fiir alle
0E, gilt
O*W _ O*W
P:(20E.-Z 1+2E,) — 0E. | =\2Z.:B: — : 6E. (2.
(20820 (280 S 0B ) = 322,585 S 0B, (29)
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und somit
W _ *W
: =)27Z.:B:
OE2 A2Z.:B OE?

sym2P -Z.| +sym[(1+2E.) - P] (2.6)

Dies ist eine Einschrankung in Form einer symmetrischen Tensorgleichung
an den allgemein unsymmetrischen Tensor P, der dadurch nicht vollstandig
festgelegt wird.

2.2 Skalare und kinematische Verfestigung

Den Betrag von P erhalten wir aus der Konsistenzbedingung. Dazu konkre-
tisieren wir die Verfestigung durch die Vorgaben

i = |P| (2.7)

und

2= P - 2P (23)

Wihrend des plastischen FlieBens muss die FlieBbedingung identisch erfiillt,
also ihre Zeitableitung identisch Null sein:

. .
0=3®=2.:B:Z.— ?z(/ﬂ) 2 (k)R (2.9)
0

also mit (2.2), (1.9), (1.4), (1.6), (2.7) und (2.8)

_ W ) 1 Z
= Z.:B: (INT.C-N-— 1+2E.) -P])—pu(—P—-=E
1
——z(k) 2 (k) |P|
9o
und daraus 7
P|=3— 2.11
Pl =65 (211)
mit dem Zéahler o
Z:ZB:B:aEg:%NT-C-N (2.12)
dem Nenner
_ O*W a 1~ Z. 1
N=17.:B: : 1+2E,)-P —P- = — !
(G +ormi(1+ 280 Bl (B = T8) )+ ) 1o

(2.13)
und dem Schaltparameter 5. Es ist 8 = 0 im elastischen Bereich und auf der
FlieBgrenze im Falle der Entlastung (Z < 0), sonst 3 = 1.

12

Pl))

(2.10)



2.3 Infinitesimale Steifigkeit

Wenn der Cauchy-Green-Tensor C sich wihrend einer Zeiteinheit um C
andert, dann nimmt der hinsichtlich der Bezugsplatzierung definierte 2. Piola-
Kirchhoff-Beanspruchungstensor Z zu um

1 .
Z=—T:C (2.14)
Qo
Die Tetrade 7 wird als infinitesimale Steifigkeit des Materials bezeichnet
und besitzt fiir elastisch-plastische Verformung (Belastung) und fiir rein ela-
stische Entlastung unterschiedliche Werte. Diese sind symmetrisch, wenn die
quadratische Form
.. 1. )
C:Z=—C:T7:C (2.15)
%0
gegen Vertauschen von C und C* invariant ist. Um sie zu erhalten, bilden
wir die materielle Zeitableitung von Z unter Beachtung von (1.3), (1.4), (1.9)
und finden

. . 92 . .
Z =2sym[N-Z,-N"]+N- (aEz 1 (%NT-C~N+sym[NT-c-N])) N,
(2.16)
und daraus weiter mit (1.6) und (1.4)
.. . 92W .
2C*:Z = N'.C"-N: :N”.C-N
OE?

PW

ONT.C* N : 2P . Z -
(sym[ o]+ IR

csym][ (1 +2Ee)-13]) P|
(2.17)

Einsetzen von (2.11) mit (2.12) in (2.17) gibt schliefllich

2 . . . O*W .
ZC*:7T:C=N'.C*"'N:(=—-G®G):NT'.C'N 2.1
QO <8Eg ® ) ( 8>
mit den Abkiirzungen
X:Y
G = — R 2.1
Vo (219)

sowie P21
gz Syl (1+2E,) - P (2.20)

X =sym[2P - Z.] +

13



*wW

Y=27. :8:
eBaEg

(2.21)

und . .
R=X=Y (2.22)

Die zuletzt benutzte Gleichheit der Richtungen R der Tensoren X und Y
erschlieft man aus (2.6).

Die elastische Steifigkeit 9?W/OE? ist symmetrisch, und man erkennt aus
(2.18), dass die infinitesimale Steifigkeit 7" sowohl im elastischen als auch im
plastischen Falle symmetrisch ist. Die Grofle der elastischen Verzerrung ist
dabei keinerlei Einschrankungen unterworfen worden. Damit haben wir fiir
dieses spezielle Material explizit gezeigt, dass die verallgemeinerte Konvexitat
die Symmetrie der infinitesimalen Steifigkeit zur Folge hat.

2.4 Kleine elastische Verzerrungen

Die Annahme kleiner elastischer Verzerrungen erlaubt in den Stoffgleichun-
gen eine Vielzahl von Vereinfachungen:

1. Die Speicherenergie wird in klassischer Weise quadratisch angesetzt in

der Form )
W(E,)=-—E.:C:E, (2.23)
200

und die Gleichung (1.9) des elastischen Verhaltens vereinfacht sich da-
her mit (1.2) zu

ow
S. = 0,Z. = 0, = %2C . E, (2.24)

a:Ee Qo

2. Die Ermittlung von X lisst sich unter Beachtung von 0?W/0E? = C/ g,
reduzieren auf:

00X =sym2P-C:E.]+C:sym[(1+2E,)-P]~C:symP (2.25)

Man erkennt, dass die beiden gestrichenen Terme von gleicher Groflen-
ordnung, namlich linear in E, sind.

3. Wendet man dieselbe Vereinfachung auf der linken Seite von Gleichung
(2.6) an und beachtet, dass C invertierbar ist, so findet man

- 2\
symP =2)Z.: B=—H (2.26)
0z
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mit

H=S.:B=B8:8S, (2.27)
Ein Vergleich von (1.6) mit den Gleichungen (1.11), (1.12) von Teil I
zeigt ‘

P=-N"'-N=Hyg (2.28)

woraus man skw P = 0 und g = 2)\/py ersieht. Da aber H und damit
nun auch P ein Deviator ist, erweist die plastische Verformung sich als
isochor, die Dichte pz der Zwischenplatzierung bleibt konstant, und es
kann o07/00 = 1 gewdhlt werden. Damit gehen alle Stoffgleichungen
dieses Kapitels in diejenigen von Teil I iiber.

4. Die Gleichung (2.18) zur Ermittlung der infinitesimalen Steifigkeit ver-
einfacht sich zu

2C*:T:C:NT-C*-N:(C—QOG®G):NT-C-N (2.29)
Wegen der Setzung skwP = 0 gilt nach (2.26), (2.27)

P=wB:S, mit w= (Se B2 Se)_1/2 (2.30)
und mit (2.25) und (2.21) daher
B B 3 1 - Bw
GRG = — e XRY = =P —C:B:S. = S. :
00G® N % ® N C®93C B AN B:C®C

Der Nenner geméf (2.13) vereinfacht sich dabei zu

%N=S.:B: (C:ﬁ+u<ﬁ—ys<6;>)+z(/<;)z’(/f) (2.32)

Es ist offenkundig, dass durch die Vernachlassigung der kleinen elastischen
Terme eine Vielzahl von tensorarithmetischen Operationen eingespart wird.
Zugleich bleibt die infinitesimale Steifigkeit symmetrisch, allerdings nur, wenn
man bei ihrer Berechnung konsequent alle Terme streicht, die mit verschwin-
denden elastischen Verzerrungen gegen Null gehen. Wenn man nur die Stoff-
gleichungen fiir kleine elastische Verzerrungen vereinfacht, dann aber Kon-
sequenz vermissen lasst, indem man bei der Berechnung der infinitesimalen
Steifigkeit durch Differentiation nicht ebenfalls Streichungen vornimmt, dann
konnen kleine unsymmetrische Anteile eingeschleppt werden.

Die genannten Streichungen sind sehr gefahrlich, wenn materielle Stabilitat
mit dem Hadamard’schen Kriterium untersucht werden soll. Wenn man
auf die Mitnahme der kleinen elastischen Terme verzichtet, dann macht das
Instabilitatsphdnomen sich namlich gar nicht bemerkbar.
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Kapitel 3

Algorithmische Steifigkeit

3.1 Unsymmetrie bei Anisotropie

Die infinitesimale tangentiale Steifigkeit ist rein physikalisch definiert. An-
ders steht es mit der tangentialen Steifigkeit, die bei Verwendung endlicher
Schrittweiten und einer Gleichgewichtsiteration mit dem Newton-Verfahren
benotigt wird. Dabei benutzt man ein numerisches Verfahren, um die Stoff-
gleichung iiber das Inkrement zu integrieren. Der Endwert der Spannung
und die zugehorige Steifigkeit hangen dabei nicht nur von der Physik, son-
dern auch von der Wahl der Integrationsmethode ab. Deshalb ist auch die
Bezeichnung ,,algorithmische tangentiale Steifigkeit” gebrauchlich. Fiir deren
Symmetrieeigenschaften interessieren wir uns im Folgenden.

Bedeutet C den Wert des rechten Cauchy-Green-Tensors am Ende des Zeit-
inkrements, so liefert das Integrationsverfahren den zugehorigen Endwert von
N und daraus mit (1.3), (1.4), (1.5) den Endwert von Z. Weil in unserem
Falle die Dichte der Zwischenplatzierung oz konstant bleibt, bietet es sich
an, nicht mit den Beanspruchungen, sondern mit den gebrauchlicheren Span-
nungen zu arbeiten. Der Zusammenhang zwischen einer Anderung 6C des
Endwerts C und einer Anderung 6S des Endwerts S ist die gesuchte algorith-
mische Steifigkeit. Sie ergibt sich durch Ableitung von (1.3) unter Beachtung
von (2.24) und (1.4) zu

§S = 2sym[6N-S, N”]
+N-(§c:(NT-ac-N+zsym[NT-c.5N})>.NT
— 25ym[0N - (C: E,)-N"]
+N-(%C:(NT-(SC-N+25ym[(1+2E€)-N1~(5N])>-NT
(3.1)
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Die verschiedenen numerischen Integrationsverfahren unterscheiden sich in
der Art, wie sie N als Funktion von C und damit 6N als Funktion von 6C
darstellen. Wir wéahlen im Folgenden das in Teil I beschriebene Verfahren,
welches die plastische Volumenkonstanz exakt sicherstellt.

Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens ist nur gesichert, wenn die
korrekte algorithmische Steifigkeit benutzt, also alle Terme in (3.1) mit-
gefiihrt werden. Wenn wir die in E, linearen Terme streichen, also mit

5S:N-(%C:<NT-5C-N+2sym[N1-5N]>)-NT (3.2)

arbeiten, dann ist der Fehler bei sehr kleinen elastischen Verzerrungen E.
sicher vernachlassigbar. Das ist der Fall, wenn die Iteration bereits dicht
an die Losung gefithrt hat, nicht aber unbedingt bei Zwischenschritten der
Iteration. Um die Symmetrie der algorithmischen Steifigkeit zu diskutieren,
wollen wir im Folgenden jedoch diese Vereinfachung vornehmen, wie wir es
auch bei der infinitesimalen Steifigkeit getan haben.
Die Vorschrift zur Berechnung von N lautet bei unserem Verfahren — vgl.
Teil I, Formel (2.23) —

N=N'.eV (3.3)

(N* ist der Ausgangswert am Beginn des Inkrements, Werte am Inkrement-
ende — deren Anderung wir untersuchen wollen — werden ohne Index ge-
schrieben) und V ist aus der nichtlinearen Deviatorgleichung G(V) =0 —
Teil 1, Formel (2.36) — zu ermitteln. Um die Anderung von V in Abhingig-
keit von der Anderung von C anzugeben, deuten wir letztgenannte Gleichung
als Verkniipfung zwischen diesen beiden Variablen, also als

G(V,C)=0 (3.4)
Ableitung gibt
2—3:5\7—}-2—3:50:0, (3.5)
d.h. mit den Definitionen nach Teil I, (2.33), also
C'=(I-31©1):C (3.6)
und (2.38) den Zusammenhang
A6V =-1C": (N"-6C-N) (3.7)
Ableiten von (3.3) und Einsetzen der letzten Gleichung liefert
N*-dN:-J-%:A—l;%C’:(NT-ac-N) (3.8)
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Dass auf der rechten und linken Seite dieser Gleichung jeweils ein (i. Allg.
unsymmetrischer) Deviator steht, sieht man durch Spurbildung. Da V in
(3.3) ein Deviator sein soll, ist die Determinante von N gleich derjenigen von
N, also unabhingig von V und damit von C. Folglich gilt in der Tat

0 =d(det N) = det N tr(N~! - 6N). (3.9)

Der zweite Summand in (3.2) lasst sich deswegen unter Beachtung von (3.6)
schreiben als

1C:2s5ym[N"éN]=C: (Z-11®1):sym[N"6N]| = (C')" : sym[(Nl;SN]
3.10

Um nun die Symmetrie der algorithmischen tangentialen Steifigkeit 9S/0C

zu priifen, bilden wir die Bilinearform

oS
26C: — :0C =26"C:6S
oC
=N".5*C-N:C:NT.6C-N

AV ) 8e_v

_ T. * X . NT .
N*-0"C-N: (C) .sym[e 5V

AL O (NT-5C-N)}
(3.11)

Der erste Summand — der die elastische Verformung beschreibt — ist we-
gen der Symmetrie von C symmetrisch in 6*C und 6C. Eine Unsymmetrie
kann also nur vom zweiten Summanden verursacht werden, der die plastische
Verformung kennzeichnet. Mit den Abkiirzungen

X = A7":C" :(N".6C-N) (3.12)
X = A :(NT-§*C-N) (3.13)

wird aus diesem — bis auf das Minuszeichen —

v
(A:6X) :sym[ev-ag—v :5X] (3.14)

Nun miissen wir aber im ersten Summanden der Formel (2.39) von Teil I den
Ausdruck

eV .NT.C.N=N'.C-N-evV=(1+2E,) e (3.15)

konsequenterweise ebenfalls durch Streichen von E, vereinfachen. Aus Teil I,
Formeln (2.38) bis (2.43) schliefen wir daher
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de=V
X = (- A\ . S*
A0 X=C sym{e 5V ) X}

rt+|V
+ 7Y(Kt+\V\)L St + \7 HVI Y (k) d \7 . 5*X
‘ NCEEND AN P

\ K+ V| 1 . . - -
e YY) / ) e o (I’ Ve V) X — u Ve Vv:eX

1 1ot -1 .~7 7
—— | (k" +|V|) BT :V|V| V:§'X
W<( VDB VIV
., B1':VeVv:B! .
Lo+ \V\)(B L EVEV. > 5 x) (3.16)

Im Allgemeinen hat man davon auszugehen, dass die algorithmische tangen-
tiale Steifigkeit Unsymmetrien aufweist, denn zumindest jene Summanden in
(3.16), welche die Tetraden C oder B oder den Tensor S!; enthalten, werden
in der Regel keine Vertauschbarkeit im Ausdruck (3.14) zulassen.

Dasselbe lasst sich auch sagen tiber die Symmetrieeigenschaften des Ten-
sors 4. Stufe A, der bei der Stoffgesetziteration mit dem Newton-Verfahren

benutzt wird. Dazu miissen wir die Symmetrie der Bilinearform
0X:A: X (3.17)

studieren und finden, dass auf Grund gleichartiger Uberlegungen Symmetrie
im anisotropen Fall nicht zu erwarten ist.

3.2 Vereinfachungen bei Isotropie

Im Falle der elastischen Isotropie gilt

14
C-2G(I+1_2V1®1> (3.18)

Den Fall der plastischen Isotropie erhalten wir, indem wir fiir B die identische
Abbildung auf dem Raum der symmetrischen Deviatoren wahlen, also

B=B"'=I-11®1 (3.19)
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und S.p = 0, also auch u = 0 in (2.8), setzen. Die FlieBbedingung (2.3) geht
dann mit (2.2) in diejenige nach von Mises iiber:

S : S = z(k)? (3.20)

Um die Symmetrie der algorithmischen Steifigkeit im Falle der Isotropie zu
beurteilen, bleibt zu priifen, ob die Ausdriicke

-V
Sym[ev-a;—vzéX} VeV eX (3.21)
und v
sym| eV - agv X | (T -d1e1) X (3.22)

unter Vertauschung von ¢*X und X invariant sind.

Um zu beurteilen, ob die Tetrade A symmetrisch ist, brauchen wir im Falle
der Isotropie nach Einsetzen von (3.16) in (3.17) nur den ersten Summanden
zu priifen, also zu klaren, ob

AV ae_v

5V 10" X (3.23)

0X : (I— %1@1) :sym{e
unter Vertauschung von §*X und X invariant ist. Das ist aber genau dann
der Fall, wenn diese Invarianz auch bei dem vorigen Ausdruck (3.22) vorliegt.

Dass die Invarianz der Ausdriicke (3.21), (3.22) tatséchlich gegeben ist, wird
in Teil ITT gezeigt. Im isotropen Falle sind demnach die algorithmische Steifig-
keit und die Tetrade .4 im untersuchten Grenzfall verschwindend kleiner ela-
stischer Verzerrungen symmetrisch. Die in 3.1 konstatierten Unsymmetrien
sind demnach der Anisotropie des elastisch-plastischen Materialverhaltens
zuzuschreiben und diirften folglich bei geringer Anisotropie nur unbedeutend
sein.

3.3 Reihenentwicklung

Um den Zusammenhang zwischen infinitesimaler und algorithmischer Stei-
figkeit deutlicher zu machen, ist es niitzlich, die algorithmische Steifigkeit in
eine Rethe um V = 0 zu entwickeln. Aus (3.16) entnehmen wir folgende
Reihenentwicklung der Tetrade A in |V]:

A=A, ﬁ + Ay + A V] + O(V]) (3.24)
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und

(3.25)

!/ * /“L t 7 *

= C:0"X+ —— V46X
€0 Xt Sl Vo
/( .t

Cagx o )

VV:B1:V

B':V V:§X (3.26)
Wir bemerken, dass die Tetrade A beim Grenziibergang nach V = 0 tiber
alle Grenzen wachst. Fiir ihre Inverse setzen wir die Reihenentwicklung

A =Dy + Dy V]| +O(V]) (3.27)

an und ermitteln ihre Summanden aus einem Koeffizientenvergleich an den
Forderungen

I =

1
A . A_l = A_l . DO m + A_l . Dl + AO . Do + O(|V|)
Ail . A = DO . A,l m + Dl : A,l + DO : AO + O(‘V‘)<328)

Damit der Koeffizient bei |V|~! verschwindet, muss gelten
<B_1 B B1:VeV:B!

-1.v\J 7. Rr—1
k 2 Dy =D, 6_1_8 :VRV:B _0
V:B1:V

V:B1:V
(3.29)
also ausmultipliziert
. V:B!':D Dy:B1:V
Dy = VO — LI V/ (3.30)
V:B1:V V:B1:V
und folglich die Struktur

Dy =dyV &V (3.31)
Der von | V| unabhéngige Term liefert nach (3.28)

t —1.v 7 . R—1
Hz(/i) _ g1 Bl:Vev:B Dy =T Ao Dy (3.32)
V:B1:V V:B1:V
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und

t -1 ./ N . R—1
_ W) D1:<B‘1—B VoVv:b ):I’—DO:AO (3.33)

VvV B1:V V:B1:V

und ausmultipliziert unter Beachtung von (3.31)

V:B1:V
D
1+ () B
. V:B1:D V:B1:V S o
=Ve = -+ . doB: A : VeV
V:B1:V z(k?)
D, BV V:B1:V L
== — @V + . dVeV:A:B
V:B1:V z(K?)

(3.34)

Bildet man das Doppelpunktprodukt der letzten Zeile mit B! : \7, dann
erhalt man

— — — —

V=dyV V:A:V (3.35)
woraus sich ergibt
1
V:A:V

Durch Vergleich der letzten beiden Zeilen von (3.34) erschliefit man ferner
folgende Struktur

. o VV:iB1l:V VeV VeV:
D =d, VeV + Bt B:/},O oV, Y® /EO:B—B
z(Kt) V:A:V V:A:V
(3.37)

worin d; vorerst nicht nidher bestimmt ist.

Nunmehr kénnen wir Gleichung (3.11) diskutieren. Der erste Summand ist
fiir alle Werte von V symmetrisch, so dass nur der Einfluss von V auf den
zweiten zu betrachten bleibt. Mit den Abkiirzungen

U*=C:N'.§*C-N, U=C:N".6C-N (3.38)
schreibt dieser sich

AV 86_

—U*:sym[e v

AU (3.39)
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Nun ist aber

-V
5 V) =01 =V +ivi— ) = XV = LV sym[ V] -

oV
(3.40)

und daher wird aus (3.39) mit (3.27) die Reihenentwicklung

U sym{(l—l—V—l—. . .)-<(D0+D1 IV|+...) : U—sym[ V-(Dg+D; [V|+...) : Ul+... ) }

(3.41)
Der von | V| unabhéngige Term lautet mit (3.31)

U*:sym{DO:U]:dOU*;V@@V;U (3.42)

und ist offensichtlich in U und U* symmetrisch.
Fiir den in |V| linearen Term erhalten wir

U* :sym V-DO:U—|—|V|D1:U—Sym[V-DO:U]] =U":D;,:U|V|

(3.43)
Er ist in U und U* symmetrisch, wenn die Tetrade D; symmetrisch ist, und
das ist nach (3.37) genau dann der Fall, wenn Ay symmetrisch ist. Eine
Betrachtung der Darstellung (3.26) zeigt, dass diese Eigenschaft bei elasti-
scher und plastischer Isotropie vorliegt, aber auch bei elastischer Anisotropie,
welche der Einschrankung (C')T = C’ geniigt, sonst jedoch nicht. Die algo-
rithmische Steifigkeit besitzt also bei allgemein anisotropem Verhalten eine
Unsymmetrie von erster Ordnung in |V|, die folglich bei kleinen Werten von
V numerisch unbedeutend sein wird.

3.4 Vergleich beider Tangentialsteifigkeiten

Wir wollen die algorithmische Steifigkeit im Grenzfall V. = 0 mit der infi-
nitesimalen Steifigkeit vergleichen. Aus (3.11) mit (3.38), (3.42) und (3.36)

erhalten wir

o OS[o\
250.%@_0).50
_NT.5CoN: (04 EYOVIC) NT e N (344)
V: oiv
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wobei nach (3.26) gilt

—

V:AO:V:—<\7:C:\7+M\7: (\7— SeB)—l—z’(/@)\/\_/)';Bl:\_})

y(#)
(3.45)
Andererseits ist nach (2.29) mit (2.30), (2.31), (2.32)
. . . P
2C*:7:C=N".C*N: | C—- = — f - -
C:P+uP:(P-58) 4w
3 46)
Die FlieBbedingung (2.3) lasst sich aber mit (2.30) in die Form
_ _ 1 _»
S.:B:S.= FP B :P =z(k)? (3.47)
bringen, so dass gilt
wz(k)=VP:B1:P (3.48)
Nach (2.28) sowie nach Teil I, (2.21) ist aber
P=H=V (3.49)

Da also V in (3.44), (3.45) mit P in (3.46), (3.48) identifiziert werden muss,
wird die algorithmische Steifigkeit im Grenzfall V. = 0 mit der infinitesimalen
Steifigkeit identisch. Daher ist es nicht tiberraschend, dass wenigstens in
diesem Grenzfall die algorithmische Steifigkeit ebenso wie die infinitesimale

auch bei anisotropem Verhalten symmetrisch ist.
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