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Zu 5. Kinetik: Ableitung der Gesetze aus den Axiomen ( Blatt 1)

e Massenpunkt:

Axiom (Newtonsches Grundgesetz): Fres=ma. (1)

Fes: GemiB dem (bereits in der Statik eingefiihrten) Parallelogrammaxiom gebildete resultierende Kraft
auf den Massenpunkt

d: Beschleunigung des Massenpunktes in einem Inertialsystem (Fiir Ingenieurzwecke geniigt in der Regel
ein erdfestes Bezugssystem)

Umdeutung als ,.kinetische Kraftgleichgewichtsbedingung” im Sinne von d’Alembert:

—

Fyesamt = ﬁres + ﬁT =0 mit der Tragheitskraft Fr=—-ma. (2)

e System von n Massenpunkten:

Es bezeichnet F;(a) die auf den Massenpunkt mit der Nummer i wirkende &uflere Kraft und F’zk die
vom Massenpunkt k auf den Massenpunkt i ausgetibte innere Kraft. Gemafl dem (bereits in der Statik
eingefiihrten) Axiom actio = reactio ist

Fi, = —F; . (3)

Fiir die einzelnen Massenpunkte gilt das Newtonsche Grundgesetz in der Form

Z e = myd; i1=1,...,n. (4)

Summation dieser n Gleichungen gibt

n n n n
ILEED D ILES SLARE NS Dd ®
i=1 k=1 =1

=1

Die Doppelsumme tiber die inneren Kréfte entfallt, weil sich je zwei von ihnen geméf} (3) tilgen.

Jetzt multiplizieren wir (4) vektoriell mit dem Ortsvektor 7; des Massenpunktes i, also

e (AR <o, it ©

k=1

und Summation dieser n Gleichungen gibt

Zn:F x F 4 znzzn: Zf’ FY = Myes 00 = Y 7 x myd; . (7)
=1 =1

k=1 =1 =1



Die Beitriage der inneren Kréfte haben wir wieder fortgelassen, denn wir machen die Einschriankung,
daf die Kraft F;; in der Verbindungslinie der Massenpunkte i und k wirkt (Zentralkraft). Die zu dieser
Verbindungslinie gehorigen beiden Kreuzprodukte

7 X Fygy + 7y x Fry = (Fy — 7,) x Fy, (8)

tilgen sich, denn der Verbindungsvektor 7; — 7 und der Kraftvektor F‘ik sind parallel.

Kinetisches Gleichgewicht des Massenpunktsystems

Umdeutung von (5) und (7) im Sinne von d’Alembert liefert fiir das Massenpunktsystem eine kinetische

Kraftgleichgewichtsbedingung

ﬁgesamt = Z (F;,L(a) - mz&z) =0 (9)
=1
und eine kinetische Momentengleichgewichtsbedingung
Mgesamt O = Z'Fz X (Fi(a) - mzdv) =0. (10)

i=1

Impulssatz und Impulsmomentensatz

Beachtet man den kinematischen Zusammenhang — Punkte bedeuten Zeitableitungen —

ST

=7 =7 (11)

und die zeitliche Unveriinderlichkeit der Masse, so wird aus (5) der Impulssatz

n

n
Fres =Y mi#,®=p* mit §=Y mfi. (12)
=1

i=1
Der Vektor p heiffit Impuls oder Bewegungsgrofie.

Entsprechend wird aus (7) der Impulsmomentensatz
n n
Myes 0 = Fixmi;* =L o8 mit L o«=Y 7 xm . (13)
i=1 i=1

Der Vektor I_:”Ou heifit Impulsmoment, Drehimpuls oder Drall, bezogen auf den raumfesten Koordi-
natenursprung ,,O“. Bei der Herleitung ist beachtet worden, dafl das Vektorprodukt 7 x ¢ nach der
Produktregel zu differenzieren ist, also

[ ] b = @

(FXV)*=F°*XU+7XUT*=0x0+7x0*=Fx7°. (14)

Der Term v x ¥ verschwindet als Vektorprodukt paralleler Vektoren.

Als Spezialfille ergeben sich folgende Erhaltungssatze fiir Impuls und Impulsmoment:
Wirkt auf ein Massenpunktsystem keine resultierende duflere Kraft, so bleibt sein Impuls konstant.

Wirkt auf ein Massenpunktsystem kein resultierendes Moment der &ufleren Krifte, so bleibt sein Impuls-
moment konstant.
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Zu 5. Kinetik: Ableitung der Gesetze aus den Axiomen ( Blatt 2 )

Bezugnahme auf den Schwerpunkt

Der Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) des Massenpunktsystems ist definiert durch die Gleichung

n n
ey mi=Y _ Fm;. (15)
i=1 i=1

Der Impuls 148t sich also schreiben als

n

n n n
p = g g mT; =g g m; = Ug E m; = musg, (16)
i=1 i=1 i=1

und aus dem Impulssatz (12) 1i8t sich der Schwerpunktsatz gewinnen:

—

Fres =9 *=mis® =mds . (17)

Die Analogie zur Bewegungsgleichung (1) eines einzelnen Massenpunktes ist offenkundig. Der Schwer-
punkt des Massenpunktsystems bewegt sich demnach so, als ob die gesamte Masse und der Angriff aller
dufleren Krifte in diesem Punkt konzentriert wéren.

Um den Impulsmomentensatz umzuschreiben, zerlegen wir die Ortsvektoren der einzelnen Massenpunkte
gemaf
Fo=Fs4+q,  i=1..n. (18)

Das auf ,,0“bezogene Impulsmoment wird dann

n n

n
L”O“ = 7 X myU; = E (FS + Lj;) X m;U; = g X E m;U; + E Lj; X m;U; = g X ]3 + L”s“ (19)
=1 =1 =1 =1

und das auf ,,0“bezogene Moment der dufleren Krafte

res,,O‘—ZTZXF zn: TS"'QZ XF()_TSXZFQ)_‘_ZQzXF )—TSXFTes+MTeS77S‘ (20)
i=1

1=1 =1

Einsetzen in (13) gibt

g X F:res +Mres,,S“ = (’FS X ]7—|-E”Su) =Tg X ﬁ. —|—’FS’ X ﬁ—FE Su. . (21)
- —_— ; b2

Die unterstrichenen Terme tilgen sich wegen (12), und der unterklammerte Ausdruck ist als Vektorpro-
dukt der parallelen Vektoren 7¢® = s und p' = m¥s — siehe (16) — gleich Null. Es verbleibt der
Impulsmomentensatz — auch Momentensatz oder Drallsatz genannt — in der Fassung

Myes, 5« =L g, (22)

die formal ebenso gebaut ist wie (13), jedoch nicht auf einen raumfesten Punkt ,O%, sondern auf den
bewegten Schwerpunkt ,,S“ Bezug nimmt.



Arbeitssatz und Energiesatz

Multiplizieren wir (4) skalar mit dem Geschwindigkeitsvektor U; des Massenpunktes i, also

ﬁi(a)'ﬁri-zﬁik'ﬁi:mi@'i'@, i=1,...n, (23)
k=1
und summieren diese n Gleichungen, so finden wir die Leistungsbilanz des Massenpunktsystems:
P@ = pi L g (24)

Darin bedeuten . Y

pl@) = Z F;(a)~ U und PO = _ Z Z Fy - (25)

i=1 i=1 k=1

die Leistung der am Massenpunktsystem angreifenden dufleren Krifte bzw. die Leistung der inneren
Krifte (Verformungsleistung), wihrend der letzte Summand die zeitliche Ableitung der kinetischen Ener-
gie n
Ekin = 5 My U'2 (26)

beschreibt. Wegen 02 =|t]?=7-7 = (v?)*=7°*-0+0-0°*=20°-9=2a -0 gilt niimlich

Zur Deutung der Verformungsleistung stellen wir den Vektor vom Massenpunkt i zum Massenpunkt k
und die von k auf i ausgeiibte Zentralkraft mittels Betrag und Richtung dar als
Py — T =di, @ baw.  Fyp = Fi & . (28)

Der Beitrag der zwischen i und k wirkenden Kréfte zur Verformungsleistung wird damit

— Eyp W — Fig - O = Fopy - (G — 0) = Fyp - (7 — 7) ® = Fup - (dyf € + din &2) = Fyedyt . (29)
(Dabei wurden die fiir Einheitsvektoren giiltigen Beziehungen €-€=1und € *-€=10 benutzt.)
Er ist also proportional zur Anderung des Abstandes d;; der beiden Massenpunkte und verschwindet,
wenn dieser Abstand konstant bleibt.

Integration der Leistungsbilanz (24) zwischen den Zeitpunkten ¢; und ¢, liefert den Arbeitssatz
) t2 . ta2
W =W+ Bunlta) = Bun(t) it Wi = [T P@ar, wiy = [TpOar. o)
t1 t1
Die im Zeitintervall [t1,t2] geleistete duBlere Arbeit wird also zum einen Teil zur Verformung und zum
anderen Teil zur Anderung der kinetischen Energie des Massenpunktsystems verbraucht.

Wenn die &ueren Kréfte konservativ sind ( z.B. Gewichtskréfte ), dann 1&8t ihre Arbeit sich als Abnahme
ihrer potentiellen Energie E,,; darstellen. Die inneren Krafte sind konservativ, wenn die Massenpunkte
untereinander durch Federn verbunden sind. Thre Arbeit ist dann gleich dem Zuwachs der elastischen
Forménderungsenergie Eg4.r. Sind innere und dufere Kréfte konservativ, dann wird der Arbeitssatz zum
Erhaltungssatz der mechanischen Energie ( Energiesatz ):

Epot + Egef + Ejin = const. (31)
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Zu 5. Kinetik: Ableitung der Gesetze aus den Axiomen ( Blatt 3 )

e Korper:

Einen kontinuierlichen Korper konnen wir uns angenahert denken durch ein System von Massenpunk-
ten, und die Anndherung wird offenbar um so besser, je grofler wir dabei die Zahl der Massenpunkte
wahlen. Im Grenziibergang zu unendlich vielen Massenpunkten haben wir schliefilich den Impuls, das
Impulsmoment und die kinetische Energie darzustellen durch folgende Integrale:

- 1
ﬁ:/ vdm = mg , L”Ouz/ 7 X vdm, Ekm:/ §v2dm. (32)

Von den fiir Massenpunktsysteme abgeleiteten Gesetzen gilt die kinetische Momentengleichgewichtsbedin-
gung bzw. der Impulsmomentensatz nur fiir Systeme, deren innere Kréfte Zentralkréfte sind. Man trifft
nun die Annahme, dafl Korper sich wie solche Massenpunktsysteme mit Zentralkraften verhalten. Diese
Annahme stellt ein Axiom dar (Boltzmannsches Axiom). Es gelten somit alle fiir Massenpunktsysteme
mit Zentralkriften hergeleiteten Gesetze auch fiir Korper.

Aus der kinetischen Momentengleichgewichtsbedingung fiir ein Materialelement erschlieBt man dann,
dafl der Spannungstensor nicht nur in der Statik, sondern auch in der Kinetik symmetrisch ist, also die
zugeordneten Schubspannungen gleich sind (7;; = 755 ).

Anstelle des Newtonschen Grundgesetzes und der Zentralkraftannahme kann man auch den Impulssatz
und den Impulsmomentensatz oder die kinetischen Gleichgewichtsbedingungen als die beiden grundle-
genden Axiome der Kinetik der Koérper wahlen.

Die Kinetik des Massenpunktes wurde von Newton, die der Korper von Euler begriindet.

Die Gesetze der Kinetik (Impulssatz, Impulsmomentensatz, Arbeitssatz) gelten unabhéingig vom Material
fiir Korper aller Art — fiir Festkorper (starr oder deformierbar, elastisch oder plastisch) ebenso wie fiir
Fluide (Fliissigkeiten und Gase). Der Ubergang vom Arbeitssatz zum Energiesatz ist nur fiir starre oder
elastische Korper unter konservativen aufleren Kriften zulissig.

e Starre Korper:

Fiir starre Korper gelten folgende Vereinfachungen:
1. Beim starren Massenpunktsystem bleiben die Abstédnde aller Punkte konstant, und die Verfor-
mungsleistung ist daher gleich Null. Ebenso vereinfacht die Leistungsbilanz beim starren Korper

sich zu

PY=FE.> . (33)
Sind die duBeren Krifte konservativ, so gilt der Energiesatz in der Form
Epot + Eyin, = const. (34)
2. Das Geschwindigkeitsfeld des starren Korpers 1afit sich darstellen in der Form
T=Tg+dx7. (35)

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ¥s und die Winkelgeschwindigkeit ¢ entsprechen den sechs kine-
matischen Freiheitsgraden der Translation und der Rotation. Fiihrt man ein spezielles kartesisches



Koordinatensystem so ein, dafl der Ursprung im Schwerpunkt liegt und die z-Achse in die Richtung
des momentanen Winkelgeschwindigkeitsvektors zeigt, so gilt ¢= (z,y,2), & =(0,0,w) und

€y €y €. € €y €.
dxd=]0 0 w |=(-wy,wr0), x@xq=| =« y oz | =w(—xz, —yz, 2 +y?)
r Yy =z —wy wz 0

(36)
und folglich

E”Su = / qdx vdm = / gdm X Us +/ X (@xq)dm =w(—Jg, 54, —Jyz, 5, Jo 5¢) . (37)
m m m
Der unterstrichene Term entféllt, weil der Ortsvektor ¢ vom Schwerpunkt ausgeht. Es bedeuten

J., s :/ (2% +y*) dm, Jz, 5% :/ xzdm, Jyz, 5% :/ yzdm (38)
m m m

das axiale Tragheitsmoment und die beiden Deviationsmomente beziiglich der z-Achse durch den
Schwerpunkt. Ist die momentane Drehachse z eine Haupttriagheitsachse, dann stellt das Impulsmo-
ment beziiglich des Schwerpunkts sich einfacher dar als

L s =wl. s« (0,0,1) = J, s« . (39)

Die kinetische Energie berechnet sich gemaf

1 1 1
Ekin = /§v2dm:/ [5175'5s+55'(@X®+§(JX®'(@X@]dm
_ 1 2 = - = 1 _ 2 2 _ 1 2 } 2
= Sv; [ dn+Us-|dx [ gdm |+ (—wy)” + (wz)? | dm = =muv; + = J, s«w” .
2 m m 2 m 2 2 ”
(40)
. Will man die Drehung um einen festen Punkt ,,O“oder um eine durch diesen gehende feste Achse

beschreiben, so legt man den Koordinatenursprung in den Punkt ,O“und 148t die z-Achse mit der
momentanen oder festen Drehachse zusammenfallen. Die Geschwindigkeit stellt sich dann dar als

T=0d X7, (41)
und das Impulsmoment beziiglich des Punktes ,,O“berechnet sich zu

-

L o= / 7 x Tdm = / FX (@ X ) dm = w (—Jaz, 00, =Jyz 06 Jo00) (42)

Die Tragheits- und Deviationsmomente beziehen sich diesmal auf die Drehachse z durch den Punkt
,O%, der im allgemeinen nicht mit dem Schwerpunkt zusammenféllt. Fiir die kinetische Energie
erhalt man

1 1 1
Eka/ fvzdmz/ —(BxF) - (ExF)dm==J, o« w?. (43)
m2 m2 2 ”»
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Zu 5.3.1 Drehung eines starren Korpers um eine feste Achse

Gegentiberstellung der Grundbegriffe und Gesetze fiir die Bewegung eines Massenpunktes
und die Drehung eines starren Korpers um eine feste Achse

Bewegung eines Massenpunktes: Drehung eines starren Korpers

um eine feste Achse:
Zeit t Zeit t
Bahnort s Drehwinkel ¢
Bahngeschwindigkeit v =$ Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Bahnbeschleunigung a; =9 =3 Winkelbeschleunigung a=w=¢
Masse m Tragheitstensor J

Axiales Massentrigheitsmoment J,
Impuls p=mi Impulsmoment Eﬂou =J-@g"
Komponente in Richtung der Bahntangente ¢: Komponente in Richtung der Drehachse z **):
p=mv L..o<=J.w
Resultierende Kraft F Resultierendes Moment M, ol
Komponente in Richtung der Bahntangente ¢: F} Komponente in Richtung der Drehachse z: M,
Impulssatz F= P Impulsmomentensatz J\_J'”Ou = I_:”O“‘
Komponente in Richtung der Bahntangente t¢: Komponente in Richtung der Drehachse z:
Fr=p=mv=may %:Lz”OLf:sz:M
Zugehorige Integralform:

t t
ftf Fidt = muvs —muy ftlz M.dt = J,wy — J,wq
Zugehoriger Erhaltungssatz:
mv = const. J, w = const.
Leistung P=Fv P=M,w
. t s t ey

Arbeit W = ftf Pdt = fsf Fids W = ftf Pdt = fmz M. dy
Kinetische Energie Erin = %va Ein = %szQ
Arbeitssatz Wl(;) = Ekin(tg) — Ekin(tl)

Elastische Forméanderungsenergie in Federn:

2

Egep = 3cs Eges = cq¢?

),,O% ist ein raumfester Punkt auf der Drehachse. *x) Wenn die Drehachse keine Haupttragheitsachse
des Korpers ist, besitzt das Impulsmoment auch Komponenten senkrecht zur Drehachse.



