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Verschiedenartige Formulierungen von Gleichgewichtsaussagen

Der Gauf3sche Integralsatz

Dieser Satz wird im Folgenden vielfach als Hilfsmittel benotigt. Im Dreidimensionalen lasst er sich formal

schreiben als
/ VdV = / ndA (1)
1% A

und erméglicht die Umwandlung eines Integrals iiber ein Volumen V' in ein Integral iiber die (gege-
benenfalls aus mehreren Teilen bestehende) Oberfliche A dieses Volumens, deren ortlicher nach auflen
gerichteter Normaleneinheitsvektor mit n bezeichnet ist. Mit einem Vektorfeld v und einem Tensorfeld
T ergeben sich beispielsweise folgende Anwendungen:

/gradvde/v@Vde/v@ndA, (2)

v 1% A
/divvdV:/v-VdV:/v-ndA, (3)
v % A
/didevz/T-Vdvz/T-ndA. (4)
v 1% A

Bei Beschriankung auf das Eindimensionale ist der Gaufische Satz nichts anderes als der Hauptsatz der
Integralrechnung. Dann ist das Integrationsgebiet némlich ein Intervall [x1, z2] auf der z-Achse, und die
Normaleneinheitsvektoren auf der linken und rechten Begrenzung werden durch —1 bzw. +1 wiedergege-
ben. Fiir jeden Funktionsausdruck ®(z) gilt dann

/:2 %(I)(x) de = [@(m)]if =(+1) - ®(x2) + (1) - O(z1) . (5)

Der Impulssatz

Auf ein Massenelement dm = pdV eines sich beschleunigt bewegenden dreidimensionalen Korpers
wirken die Massenkraft b dm (z.B. Gravitation) und die Triagheitskraft —adm ein (a ist die Beschleuni-
gung gegeniiber einem Inertialrahmen) und auf ein Oberflichenelement dA mit dem &duferen Normalen-
einheitsvektor n nach dem Satz

t=T-n (6)

von Cauchy iiber den Zusammenhang von Spannungsvektor und Spannungstensor die Oberflaichenkraft
tdA = T-ndA. Nach dem Prinzip des kinetischen Gleichgewichts von d’Alembert muss die Resultierende
dieser auf den Korper einwirkenden &ufleren Kréfte gleich Null sein, also

/m(b—a)dm—i—/tdAzo. (7

A



Anwendung des Gaufischen Satzes liefert

/tdA:/T.ndA:/T.wv, (8)
A A A%

und damit wird aus dem Prinzip von d’Alembert
/(T~V+Qb—ga)dV:O. 9)
v

Da diese Aussage fiir jeden beliebigen Teilkorper eines Gesamtkorpers ebenfalls richtig sein soll, muss der
Integrand identisch verschwinden, d.h., es gilt die Feldgleichung des kinetischen Gleichgewichts, auch als
lokale Impulsbilanz oder Impulssatz in differentieller Form bezeichnet,

T -V+ob=pa. (10)

Deutung: Bezogen auf eine Volumeneinheit stehen links die einwirkenden Kréfte und rechts Masse mal
Beschleunigung.

Eine andere Umformung der Gleichung (7) gibt

/mbdm—i-/AtdA:/madm:/m\'fdm:(/mvdm).:p (11)

und besagt, dass die Summe aller Massenkrifte und Oberflichenkrifte gleich der zeitlichen Anderung des
Impulses

pz/mvdm (12)

des Korpers ist. Diese Aussage nennt man den Impulssatz in Integralform. Er bringt das Grundgesetz
der Kinetik im Sinne der Betrachtungsweise von Newton zum Ausdruck.

Wichtig: Der Impulssatz gilt unabhéngig vom Material des Korpers, also fiir alle Festkorper und Fluide.
Das kinetische Momentengleichgewicht wird tibrigens durch die Symmetrie des Spannungstensors T
sichergestellt.

Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten

Die Leistung einer Einzelkraft f, deren Angriffspunkt sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist bekannt-
lich f - v. Wenn der Korper momentan ein Geschwindigkeitsfeld v* besitzen wiirde (der Stern deutet an,
dass es sich um ein gedachtes=virtuelles Feld handelt), dann wére die Leistung der gesamten &dufleren
Krifte (Massenkréfte, Trigheitskriafte und Oberflachenkrifte)

P::/ v*-(b—a)dm+/v*~tdA. (13)
m A
Mit (10) und (6) wird daraus
P;:_/v*.T-VdV+/v*-T.ndA. (14)
v A

Akzente sollen hier und im Folgenden andeuten, worauf die Ableitungsoperation V anzuwenden ist. Mit
dem Gauflschen Satz und der Produktregel gilt nun

/v*-T-ndAz/v*'.T-VdV:/v*.T.VdV+/v’*.T-VdV. (15)
A \%4 Vv 14



Einsetzen von (15) in (14) liefert

Py =P (16)
mit der virtuellen Spannungsleistung, auch virtuelle Forménderungsleistung oder virtuelle Leistung der
inneren Kréfte genannt, — man beachte die Symmetrie von T —

Py :/ \/*'T-VdV:/ T-~V®\/*dV:/ T - - sym grad v*dV . (17)
\% \% \%

Wir haben also die Aussage erhalten: Wenn die Cauchysche Gleichung (6) und die differentielle Impuls-
bilanz (10) erfillt sind, d.h., wenn auf der Oberfliche des Korpers und in seinem Inneren iiberall kine-
tisches Gleichgewicht herrscht, dann besteht fiir jedes virtuelle Geschwindigkeitsfeld Gleichheit zwischen
den virtuellen Leistungen (13) und (17) der &ufleren bzw. inneren Kriéfte.

Von groiter praktischer Bedeutung ist nun die Erkenntnis, dass man diese Aussage auch umkehren kann:

Wenn fiir jedes virtuelle Geschwindigkeitsfeld die inneren und Aufleren virtuellen Leistun-
gen gleich sind, dann herrscht im Korper und auf seiner Oberfliche iiberall kinetisches
Gleichgewicht.

Diese auf dem Leistungsbegriff basierende Formulierung des Gleichgewichts nennt man Prinzip der vir-
tuellen Geschwindigkeiten oder d’Alembertsches Prinzip in der Lagrangeschen Fassung.

Oft denkt man sich die virtuelle Geschwindigkeit v* mit einem Zeitinkrement d¢ multipliziert und erhélt
so eine virtuelle Verschiebung oder Verriickung du = v*dt. Aus der virtuellen Leistung wird dann eine
virtuelle Arbeit dW = P*§t, und man spricht daher auch vom Prinzip der virtuellen Arbeit oder der
virtuellen Verriickung.

Es bleibt noch der Beweis des Prinzips zu erbringen. Seine Forderung nach Gleichheit der virtuellen
Arbeit der dueren und der inneren Kréfte

SW, = 5W; (18)

schreibt sich ausfiihrlich
/5u-(b—a)dm+/5u-tdA:/T--symgradéudv. (19)
m A \%4
Die Durchfithrung von Umformungen wie in (15) und (17) macht aus der rechten Seite

/T~ sym grad 5udV:/$.T-VdV:/ Ju- T~Vde/ 6uT~VdV:/ 6u~T~ndA—/ suT-Vdv .
1% 174 1% 174

A 1%
(20)
Nach Einsetzen in (19) erhalten wir die Aussage, dass

/5u-(T~V+gb—ga)dV—f—/6u-(t—T~n)dA:0 (21)
1% A —

gelten muss fiir jedes beliebige Vektorfeld ju. Wihlt man nun das Feld dJu nur in einer beliebig kleinen
Umgebung eines inneren Punktes oder Randpunktes von Null verschieden, so ergibt sich nur dann fir
keine Richtung von du ein Widerspruch, wenn der unterstrichene Faktor bei Ju in der Umgebung dieses
Punktes gleich Null ist. (Fundamentale Schlussweise der Variationsrechnung.)



Wir erhalten also — wie bewiesen werden sollte — die Feldgleichung
T-V +gb=pa (22)

und die Spannungsrandbedingung
t=T:-n (23)

als Aussagen des kinetischen Gleichgewichts im Korper und auf seinem Rand. Die letzten beiden Glei-
chungen nennt man auch die starke Form der Gleichgewichtsbedingungen. Demgegeniiber bezeichnet
man die Arbeitsaussage (19) als schwache Form der Gleichgewichtsbedingung. Eine genauere mathema-
tische Betrachtung zeigt, dass beide Formen nicht vollig dquivalent sind. Die Formulierung (22) setzt
voraus, dass das Spannungsfeld differenziert werden kann, in (19) werden jedoch keine Ableitungen des
Spannungsfeldes benotigt, so dass weniger glatte Spannnungsfelder zugelassen werden kénnen.

Exakte und numerische Losung von Gleichgewichtsaufgaben

Exakt lassen sich nur solche Probleme 16sen, bei denen Geometrie, Belastung und Materialverhalten
besonders einfach sind. Dabei geht man aus von der starken Form (22), (23). Wollte man statt dessen
mit der schwachen Form (19) arbeiten, so miisste man diese skalarwertige Aussage fiir unendlich viele
verschiedene virtuelle Verschiebungsfelder du aufschreiben, was in der Regel nicht praktikabel ist. Ganz
anders stellt die Situation sich dar, wenn das Problem so komplex ist, dass man sowieso mit einer Nahe-
rungslosung zufrieden sein muss. Das bei Festigkeitsuntersuchungen eingesetzte Naherungsverfahren von
Ritz, heute systematisiert zur Methode der Finiten Elemente, stiitzt sich auf die schwache Formulierung
(19). (Das Verfahren von Galerkin verwendet statt dessen die daraus durch Umformung entstandene Fas-
sung (21).) Die Erfiillung dieser Gleichung wird jedoch nicht fiir beliebige Felder du, sondern nur fiir eine
endliche Anzahl mdglichst représentativ gewéhlter und linear unabhéngiger virtueller Verschiebungen
v; (i =1...n) gefordert. Aus (19) entstehen dann n skalare Gleichungen

/vi-(b—a)dm—i—/vzwtdA:/T--symgradvidV i=1...n. (24)
m A 14

Die Feldgleichung (22) und die Randbedingung (23) des Gleichgewichts werden auf diese Weise natiirlich
nicht mehr an jedem Punkt im Inneren bzw. auf dem Rand des Kérpers befriedigt, sondern nur noch in
einem gewissen Mittel.

Wichtig: Dieses Vorgehen lasst sich anwenden auf bewegte Koérper aus beliebigem Material und bei
beliebig groflen Verformungen.

Vielfach sind auf einem Teil A; der Oberfliche des Kérpers die Verschiebungen u, auf einem anderen
Teil Ay die Spannungen t vorgeschrieben. Zerlegt man das zweite Integral auf der linken Seite von (24)

gemaf
/ Vi~tdA+/ v;-tdA, (25)
A Az

so lésst sich das Integral {iber A, problemlos auswerten, wahrend die Randspannung t im Integral {iber
A, als Reaktionsgrofie in der Lagerung nicht bekannt ist. Man 16st das Problem, indem man nur solche
virtuellen Verschiebungsfelder v; verwendet, die auf A; verschwinden, also dort die homogene Verschie-
bungsrandbedingung erfiillen.



Elastostatik kleiner Verformungen

Bei kleinen Verformungen gilt zwischen Verschiebungen u und Verzerrungen E der Zusammenhang
E = sym grad u (26)

und damit zwischen der virtuellen Verschiebung du und dem virtuellen Verzerrungszuwachs 0E

OE = sym grad du. (27)
Beschranken wir uns auflerdem auf den Fall der Statik (a = 0), so wird aus (19)
/ ou - bdm+/ du-tdA = / T.--0EdV . (28)

Wenn das Materialverhalten durch das elastische Gesetz
T=C E (29)
mit der Symmetrie C = CT (Hyperelastizitiit) beschrieben wird, dann ist
T 6E =6 w(E), (30)

also die virtuelle Spannungsleistung je Volumeneinheit gleich der virtuellen Anderung der Form#nde-
rungsenergie je Volumeneinheit

1
w(E)ziECE (31)
Aus (28) wird dann — wenn wir wieder Ju = 0 auf A; fordern —
/5u~bdm+ 5u~tdA:/5w(E)dV. (32)
m A2 1%

Als Forménderungsenergie des Korpers definieren wir

Eqot = /V w(E)dV . (33)

Wenn die Massenkréfte je Masseneinheit b und die Randspannungen t auf A, als konstant gegeben sind,
also von der sich einstellenden Verschiebung u des Korpers nicht abhédngen (sogenannte Totlast), dann
konnen wir ferner die potentielle Energie dieser Krafte definieren als

Epot:f/u~bdmf u-tdA. (34)
m Az
Damit wird (32) zu

5Ep0t +0F4qes =0 . (35)

Die Gleichgewichtsaussage der Elastostatik kleiner Verformungen erweist sich also als dquivalent zu der
Aussage, dass die gesamte mechanische Energie des Systems (auch als elastisches Potential bezeichnet)

Epot + Edef (36)

einen stationdren Wert annimmt, also sich in erster N&herung bei keiner virtuellen Verriickung aus der
Gleichgewichtsform mit der Eigenschaft du = 0 auf A; dndert. Ist der stationdre Wert der mechanischen
Energie insbesondere ein Minimum, dann spricht man von einer stabilen Gleichgewichtslage, weil zum
Ubergang in eine andere Lage ein positiver Arbeitsaufwand nétig ist.



Elastostatik grofier Drehungen

Wenn zwar die Drehungen grof}; aber die Verzerrungen klein sind, dann kann man den quadratischen
Ansatz (31) fir die Forménderungsenergie beibehalten, muss aber als Verzerrungstensor E an Stelle des
symmetrischen Teils des Verschiebungsgradienten (26) den in den Verschiebungsableitungen nichtlinearen
Greenschen Verzerrungstensor

1
E® =2 (FT F- 1) (37)
mit der lokalen Umplatzierung (auch Deformationsgradient genannt)
F=14+u®V (38)

benutzen (geometrisch nichtlineare, aber physikalisch lineare Theorie). Man beachte, dass bei den hier
betrachteten groflen Verformungen die aktuelle Platzierung von der Bezugsplatzierung (spannungsfreie
Ausgangsplatzierung) unterschieden werden muss, und dass V die Ableitung nach dem Ortsvektor der
aktuellen Platzierung bedeutet, wahrend die in (38) auftretende Ableitung nach dem Ortsvektor der
Bezugsplatzierung zum Unterschied davon als V geschrieben wird. Die Forderung (32) des Prinzips der
virtuellen Verriickungen fiir den elastischen Korper (virtuelle dufiere Arbeit = virtuelle Anderung der
Forménderungsenergie fiir jede virtuelle Verriickung) notieren wir nun auch in der Bezugsplatzierung:

/6u-bdm+ ) 5u-£dA=[5w(E<G>)dV. (39)
m A2 V

Es muss sein t dA = t dA, d.h., es bedeutet t die auf die Ausgangsfliche bezogene Oberflichenkraft (so-
genannte Nennspannung). Ferner erkennt man, dass w jetzt als Forméanderungsenergie je Volumeneinheit
der Bezugsplatzierung zu deuten ist.

Fiithren wir als Abkiirzung den symmetrischen Tensor der Kirchhoffschen oder 2. Piola-Kirchhoff-Spannung

T — .. 5O (40)

ein, so finden wir

S w(BE©) =5 LE© . ¢ BO ZgEO .. 0. BO — sE© .. 7K _ 1K) . RO (41)
2

Gleichgewicht bei groflen Verformungen unter Verwendung der Bezugsplatzierung

Nach der letzten Gleichung stellt die virtuelle Spannungsleistung sich dar als Doppelpunktprodukt der
Kirchhoffschen Spannung mit dem virtuellen Zuwachs der Greenschen Verzerrung. Diese Eigenschaft ldsst
sich nun auch bei beliebigem Materialverhalten zur Definition der Kirchhoffschen Spannung benutzen. Die
zuletzt vorgenommene Beschrankung auf kleine und elastische Verzerrungen kann man somit fallenlassen
und erhélt fiir beliebig grofe Verformungen von Korpern aus beliebigem Material alternativ zu (19) die
folgende Formulierung des Prinzips der virtuellen Verriickungen:

/§u~(b—a)dm+/A5u~‘Ed/1:/AT(K)~-5E(G)dV. (42)
m A 1%

Auch sie kann als Grundlage von Ndherungsverfahren dienen (FEM u.a.).



Um statt dessen die hinsichtlich der Bezugsplatzierung formulierte Differentialgleichung und die Span-
nungsrandbedingung des Gleichgewichts herzuleiten, beschaffen wir uns zunéchst aus (38)

SF =du®V (43)

und damit aus (37)
1 - ,
G) = = T, T. = T, = .
SE = (6F F+F 5F) sym (6F F) sym (v ® du F) . (44)
Damit lasst die rechte Seite von (42) sich umformen geméf
/ TK .. §E® gy :/ TK .. sym(@mil.F) dV:/ TK) . -(@@511-1?) %
v v v
:/ 511-F.T(K>Vdf/:/ 5u.F-T<K>-©dV—/ su-F -TE .vav
v v v
:/5u-F-T<K)-ﬁdA—/5u-F-T(K)-@dV (45)
A v
Unter Beachtung von dm = gdV wird dann aus (42)
[ Ju- (F-T<K>ﬁ+@b—@a)d17+/5u- (‘E—F-T(K) -ﬁ)dAzo (46)
% A

Fiihrt man zur Abkiirzung den unsymmetrischen Tensor T der 1. Piola-Kirchhoff-Spannung ein durch
T=—F.TK (47)

so erschlieft man wegen der Beliebigkeit der virtuellen Verschiebungsfelder du die Feldgleichung

T-V +6b=pa (48)
und die Spannungsrandbedingung o
t=T-n. (49)
Zieht man noch den Zusammenhang
ndA = (det F)F~7 . ndA (50)

zwischen den orientierten Flachenelementen in der aktuellen und der Bezugsplatzierung heran, dann sieht
man

tdA=T -ndA=(detF)T-F 7 .0adA
= tdA=T ndA (51)
Ein Vergleich gibt unter Beachtung von (47)
T=(detF) T -F 7= T = (detF)F~!.T -F T, (52)

also den Zusammenhang zwischen den Spannungen T®) und T. Wihrend die vom Material empfundene
Kirchhoff-Spannung TX) bei einer reinen Drehung des Korpers unveriindert bleibt, indert sich die vom
raumfesten Beobachter registrierten Cauchy-Spannung T bei einer solchen Drehung.



