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Es lisst sich beobachten, dass in bestimmten Situationen isotrope Schichten anisotrop gekrimmte
Konfigurationen einnehmen (austrocknende Brotscheibe, Tensidfilm). Im vorliegenden Aufsatz wird ge-
zeigt, dass diese Symmetriebrechung sich aus dem Vorhandensein eines Eigenspannungszustandes in
der Schicht erkldren ldsst. Dieser fihrt insbesondere im Falle verschwindender mittlerer Krimmung
dazu, dass eine gekrimmte Konfiguration der Schicht (deren Mittelfliche dann also eine Minimalfliche
darstellt) eine geringere Formdnderungsenergie besitzt als die ungekrimmte Konfiguration und deshalb
bevorzugt wird.

1 Problemstellung

Jeder kennt den Vorgang, dass eine austrocknende Brotscheibe nicht eben bleibt, sondern sich zu einer
Flache von der Art eines hyperbolischen Paraboloids wolbt, also einer Flache, deren zwei Hauptkriim-
mungen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Obwohl man die Scheibe als isotrop wird ansehen kénnen,
bevorzugt sie offenbar eine anisotrop gekriimmte Konfiguration.

In der physikalischen Chemie sto3t man auf ein &hnliches Phanomen. Vielfaltige experimentelle Unter-
suchungen (siehe Strey, 1994) haben zu der Erkenntnis gefiihrt, dass in einer Mikroemulsion aus Tensid,
Wasser und Ol das Tensid einen gekriimmten monomolekularen Film mit Kriimmungsradien im Nanobe-
reich bildet. Beobachtet werden dabei teils kugelférmige Mizellen, also isotrop gekriimmte Formen, teils
aber auch bikontinuierliche Strukturen, bei denen der Film offensichtlich anisotrop gekriimmt ist. Als
Erklarung bietet sich an, dass die anisotrop gekriimmte Form geringere Energie besitzt als die zugehorige
isotrop gekriimmte. Dieses Phdnomen ist von Leitao u.a. (1996) als Symmetriebrechung bezeichnet wor-
den. Lade und Krawietz (2001) haben gezeigt, dass eine phinomenologisch eingefithrte Energiefunk-
tion mit Symmetriebrechung erlaubt, beobachtete Phasendiagramme von Mikroemulsionen qualitativ zu
deuten.

Bisher fehlt jedoch eine Erklarung fiir das Auftreten der Symmetriebrechung. Der vorliegende Auf-
satz soll dazu einen Beitrag leisten. Sowohl die Brotscheibe als auch der monomolekulare Film werden
darin als eine biegesteife Schicht endlicher Dicke gedeutet, die unter Eigenspannungen steht. Eine elasti-
zitatstheoretische Untersuchung speziell der ebenen Form zeigt, dass bei hinreichend hoher Vorspannung
deren Gleichgewichtszustand instabil wird, weil sich der Ubergang zu einer gekriimmten Minimalfliche
mit geringerer Energie anbietet.

Die Ursache des Eigenspannungszustandes der Brotscheibe ist vermutlich darin zu sehen, dass die Rand-
schichten austrocknen und schrumpfen wollen.

Im monomolekularen Film liegen die Molekiile langgestreckt in der Richtung senkrecht zur Filmmit-
telflache und iiben aufeinander Wechselwirkungskrafte aus, deren Intensitat iiber die Lange hin sicher
ungleichméafig verlaufen wird, was ebenfalls Anlass zu Eigenspannungen gibt.

2 Elastizitatstheoretische Behandlung

In Dickenrichtung der Schicht zdhlen wir eine Koordinate z und bezeichnen die Schichtdicke mit h. Von
Veranderungen der Schichtdicke auf Grund der Verformungen sehen wir ab. Im Sinne der Kontinu-
umsmechanik deuten wir die Schicht als ein kontinuierliches Paket iibereinander liegender Teilschichten.
Erleidet eine einzelne Teilschicht eine ebene Verzerrung aus ihrem spannungsfreien Zustand, so sollen



die beiden (beliebig groBen) Hauptstreckungen mit A; und Ay bezeichnet werden und die zugehorigen
logarithmischen Dehnungen mit

€1 = In )\1 5 €g = In )\2 (1)
Die dabei gespeicherte Forménderungsenergie — bezogen auf die Volumeneinheit des spannungsfreien
Zustandes der Teilschicht — muss abhangig von den Dehnungen ¢; und €5 sein derart, dass die Numme-
rierung der beiden Dehnungen keine Rolle spielen darf. Wir schreiben sie also als

w = w(ey, e2) = w(eg, €;) (2)

oder mit den beiden Dehnungsinvarianten

I =€ + €, I = (€1 — €2)? (3)
auch als
U):w(Il,IQ) (4)

Wenn wir die Schicht ungekriimmt vorfinden, dann nehmen wir die Existenz eines in der Ebene isotropen
Eigenspannungszustandes in jeder Teilschicht an derart, dass die jeweilige Teilschicht durch eine allseitige
Dehnung —e¥(z) den spannungsfreien Zustand erreichen wiirde, oder anders gesagt, dass sie in den
aktuellen Zustand durch eine in der Ebene isotrope Vordehnung €¥(z) gelangt ist. Diesen ungekriimmten
Zustand der Schicht wollen wir als Referenzzustand ansehen. Schneiden wir ein prismatisches Stiick mit
der Grundfliche A und der Hohe h heraus, dann ist die zugehdrige Fliche Ay der einzelnen Teilschicht
im entspannten Zustand

Ag(z) = Aexp(—2¢"(2)) (5)

Nun soll die Schicht gekriimmt werden. Auf der Mittelflache (z = 0) seien die Richtungen 1 und 2 die
Hauptkriimmungsrichtungen mit den Kriimmungen ¢; und ¢z und den Kriimmungsradien Ry = 1/¢; und
Ry = 1/cy. Zwischen den Lingen I} und I; von Linienelementen auf der Mittelfliche und im Abstand
z davon besteht der Zusammenhang

lil_Rl_Z
MR

=1—cz (6)

Dieser Streckung entspricht eine logarithmische Dehnung
€1 =1In(l —¢12) (7)

Anschlieflend kann die Schicht in 1-Richtung einer zusétzlichen gleichméfiigen Streckung und damit einer
Dehnung e} unterworfen werden, ohne dass die Kriimmung c; sich #ndert. Entsprechendes gilt in der
2-Richtung.

Insgesamt liegen somit folgende Dehnungen vor

a(z) = &) +In(l —c2) +1, (8)
e(2) = €(2)+In(l —cy2) + Y (9)
Wir beschrianken uns auf Vordehnungen €(z), die tiber die Dicke symmetrisch verteilt, also gerade Funk-

tionen von z sind. Um das Phinomen der Symmetriebrechung aufzudecken, geniigt es dann, gekriitmmte
Schichtkonfigurationen zu diskutieren, welche der Einschrankung

M—at== (10)

Cy = —C1L =2¢C, 2

geniigen. Die Mittelflache der Schicht besitzt also die mittlere Kriimmung Null, d.h., sie bildet eine



Minimalfliche. Dann gilt

L(z2)=2(2) +In(1 -2 ¢,  I(z) = (1 ”cz) (11)

n
1—cz

Das oben erwéhnte Prisma besitzt nach der Verformung unter Beachtung von (5) die Energie — das
erste Argument der Funktion w deutet an, dass die Energiefunktion nicht fiir alle Teilschichten identisch
sein muss —

h/2

W = /Z__h/2w(le(z),Ig(z))Ao(z)dz

h/2
A/ w(z, 11(2), I2(z)) exp(—2€"(z)) dz (12)
z=—h/2

also, bezogen auf sein Volumen Ah im Referenzzustand,

h/2
W= % - %/ :,h/zw(m(z),fz(z»exp<—2eV<z>>dz (13)

3 Ein Beispiel
Bei der Auswertung beschranken wir uns auf den quadratischen Ansatz

w = wo((l + ) (2 4+ €2) +2(1 — 17)6162) = wo (17 + nl2) (14)
und wahlen zur Vereinfachung der Rechnung

wo(2) = wo exp(2€”(2)) , n(z) =n = const (15)

Dann wird aus Gleichung (13) mit den Substitutionen

und weil I1(z) und I5(2) gerade Funktionen von z sind,

[ (Gmm eyt (125

= 62 + 2G1(C)€ + Gll(C) + ﬂGQQ(C)

(17)
Abkiirzend wurden die folgenden Funktionen der dimensionslosen Kriimmung C' eingefiihrt:

G.(C) = /: (2€"(h§/2)+1n(1—02§2)) dc

=0
=0

Gas(C) = /Cl (ming)zdg (18)

=0

Gn(C) = /: (26"(h(/2)+1n(1—02C2))2dC,

Die Summe € der Mittelflichendehnungen wird sich so einstellen, dass w bei festgehaltenem C' minimiert
wird, also auf den Wert

= —Gy(C) (19)



womit sich aus Gleichung (17) ergibt

= Gn(C) _G1(0)2+n022(0) (20)

§'\S\

Die Vordehnung setzen wir an in der speziellen Gestalt
2¢"(h¢/2) = QC? (21)
Ein positiver Wert von ) kennzeichnet also eine Zugvorspannung in den Randschichten.

Eine exakte Auswertung der Integrale (18) wiirde sehr untibersichtliche Ausdriicke liefern. Das Phanomen
der Symmetriebrechung lasst sich jedoch bereits bei Beschrankung auf kleine Krimmungen aufdecken.
Wir ersetzen daher die Logarithmen durch die ersten beiden Glieder ihrer Taylor-Reihe um C' = 0,
werten die Integrale aus und vernachléssigen im Ergebnis Terme von hoherer als vierter Ordnung in C.

Fiir die Energie ergibt sich auf diese Weise bis auf Terme der Ordnung C® die Polynomdarstellung

Y B+ BEC? + BE,C (22)
Wo
mit
By = Q? By = (1517 — 2Q) By = (744217 — 6Q) (23)
0 — 45 ) 2 = 45 n ) 4 — 315 n

Weil @ geméf Gleichung (21) die doppelte logarithmische Vordehnung der Randschichten beschreibt,
sind nur kleine Werte von ) physikalisch bedeutsam, so dass F, sicher positiv ist. Dagegen wird F»
negativ, wenn die Bedingung

15n < 2Q) (24)
erfiillt ist, also fiir hinreichend kleine Werte des Materialparameters 7. Bei der Verformung der un-

gekriimmten Schicht in eine gekriimmte Konfiguration nimmt in diesem Falle die Energie zunéchst ab,
erreicht einen Minimalwert und wéchst dann wieder an. Die beiden Minima von w liegen bei C' = +Cj

mit
— E2
Co = \/ 2E, (25)

also nicht auf der Symmetrieachse, womit die Symmetriebrechung dokumentiert ist. Fiir die Energie gilt
dann auch die Darstellung (siehe Bild 1)

— By — EsC + E4(C? = C2)° (26)

§‘\S|

Bild 1. Abhéngigkeit der Forménderungsenergie vom Kriimmungsparameter C. Symmetriebrechung
liegt vor, weil die Energieminima nicht bei C' = 0, sondern bei C' = £Cj auftreten. Die ungekriimmte
Konfiguration (C' = 0) ist instabil.



Da unsere Untersuchung unter Beschrinkung auf kleine Werte von C' und damit Cy durchgefiihrt wurde,
sind die Ergebnisse nur zuverldssig, solange |Es| klein, also @ nur wenig grofer als 157/2 ist. Dann
lasst E4 in Gleichung (25) sich mit guter Genauigkeit anndhern durch E, = 4(7 — 31)/315, und wir
entnehmen die Abhéngigkeit der Kriimmung Cjy der Mittelfliche der energetisch bevorzugten Form vom
Vordehnungsparameter @) aus der Formel

7 15
Co = 7_377\/69—?7] (27)

Geht man davon aus, dass bei der Brotscheibe der Parameter Q durch Austrocknen der Randschichten
mit der Zeit anwéchst, so wird bei Erreichen des kritischen Werts @) = 1571/2 ein Verzweigungspunkt
des Gleichgewichts angetroffen. Die Energie hat von da an nicht nur in der ebenen Form, sondern auch
in einer gekriimmten einen stationdren Wert. Die Scheibe wird nicht in der nunmehr instabilen ebenen
Konfiguration verharren, sondern ihre Krimmung wird mit weiter anwachsender Vordehnung ) geméf
Gleichung (27) rasch zunehmen (siehe Bild 2).

Der Parameter 7, der ein Maf fiir die elastische Schersteifigkeit darstellt, muss geméfl der Ungleichung
(24) hinreichend klein und der Parameter @, der die Vordehnung misst, positiv und hinreichend grof3
sein, damit unser Modell das Phdnomen der Symmetriebrechung vorhersagt.

Bei der Brotscheibe rithrt die geringe Schersteifigkeit sicher von der Porenstruktur her. Beim Tensid
wére es wiinschenswert, eine Theorie der molekularen Wechselwirkungen aufzufinden, aus der die Mate-
rialparameter unseres Kontinuumsmodells sich ableiten lassen.

Bild 2. Gleichgewichtsverzweigung bei anwachsendem Wert des Vordehnungsparameters ). Oberhalb ei-
nes kritischen Werts wird die minimale Formanderungsenergie nicht in der ungekriimmten Konfiguration,
sondern in der gekriimmten mit C' = Cj angenommen.

Literatur

1. Lade, O.; Krawietz, A.: A bending elasticity approach to the three-phase coexistence of micro-
emulsions, J. Chem. Phys. 115, 23 (2001), 10986-10997

2. Leitao, H; Somoza, A.M.; Telo da Gama, M.M., Sottmann, T.; Strey, R.: Scaling of the interfacial
tension of microemulsions: A phenomenological description, J. Chem. Phys. 105, 7 (1996), 2875-
2883

3. Strey, R.: Microemulsion microstructure and interfacial curvature, Colloid Polym. Sci. 272 (1994),
1005-1019

Anschrift: Prof. Dr.-Ing. Arnold Krawietz, Technische Fachhochschule Berlin, Fachbereich Maschinen-
bau, Verfahrens- und Umwelttechnik, Luxemburger Str. 10, D-13353 Berlin.
email: krawietz@t-online.de



